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ÒÄÆÉÖÌÄ

ÂÄËÀ ÌÀÍÄËÉÞÉÓ ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÉ "×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ
ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÃÀ ÌÃÂÒÀÃÉ ÒáÄÅÉÓ
ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ" ÄÞÙÅÍÄÁÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÃÀ ÌÃÂÒÀÃÉ

ÒáÄÅÉÓ ÊÄÒÞÏßÀÒÌÏÄÁÖËÉÀÍÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ-ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÖË ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀÓ ÃÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ

ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÍÀÛÒÏÌÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÌÉÆÀÍÉÀ

ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÃÀ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÀ

ÈÄÏÒÉÖË ÃÀ ÐÒÀØÔÉÊÖË ÀÓÐÄØÔÄÁÛÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ ÃÀ

ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓÀÈÅÉÓ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÂÅáÅÃÄÁÀ ÀÊÖÓÔÉÊÖÒÉ ÃÀ ÄËÄØÔÒÏÌÀÂÍÉÔÖÒÉ

ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÄÁÛÉ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓ ÖÀÙÒÄÓÀÃ ÃÉÃÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ

ÒÏÂÏÒÝ ÔÀËÙÀÈÀ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ, ÉÓÄ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË

ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ. ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÄÓ ÌÏÃÄËÄÁÉ ×ÀÒÈÏÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ

ÓÀÉÍÑÉÍÒÏ ÄËÄØÔÒÏÍÉÊÀÛÉ, ÁÉÏÓÀÌÄÃÉÝÉÍÏ ÀÐÀÒÀÔÖÒÀÛÉ, ×ÉÆÉÊÖÒÉ

ÂÀÌÆÏÌÉ ÀÐÀÒÀÔÖÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÛÉ, ÒÀÃÀÒÖË ÓÉÓÔÄÌÄÁÛÉ, ÀÍÔÄÍÄÁÛÉ ÃÀ

ÓáÅÀ.

ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÚÀÒÉ ÃÄ×ÏÒÌÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÄÒÈ-ÄÒÈ

ÞÉÒÉÈÀÃ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ. ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ,

ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÊÅËÄÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÏÁÉÄØÔÉ ÀÒÉÓ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÃÒÄÊÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÌÏÃÄËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÖÃÉÃÄÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ

ÓÀÌÛÄÍÄÁËÏ ÃÀ ÉÍÃÖÓÔÒÉÖË ÉÍÑÉÍÄÒÉÀÛÉ, ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÌÀÓÀËÄÁÉÓ

ÈÄÏÒÉÀÛÉ, ÌÀÓÀËÀÈÀ ÂÀÌÞËÄÏÁÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ ÃÀ ÓáÅÀ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓÀ ÃÀ

ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ,

ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÒÏÁÉÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ

ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ) ÃÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÉÌÀÅÄ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ ÉÌ ×ÀØÔÓ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ

ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ äÄËÌÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÚÅÀÍÉËÉÀ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

(×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ. ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÀÙÍÉÛÅÍÉÓ ÙÉÒÓÉÀ ÉÓ

×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÆÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÖËÉ ÍÉÖÔÏÍÉÓ
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ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ. ÊÄÒÞÏÃ,

ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÄÍ

ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓÀÊÉÈáÉ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÀÒ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ

ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÓÐÄÝÉÀËÖÒ ÌÏÃÉ×ÉÊÀÝÉÀÓ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃÀÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÁÆÀÒÉÓ ÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ

ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÂÀÌÏÓÀÊÅËÄÅÀÃ ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ

ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀ, ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ

ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÏÁÀ, ÃÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÌÀÈÉ ÓÉÂËÖÅÄ

ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ßÉÒÄÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ

ÛÉÂÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ). ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÛÉ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÀÐÒÉÏÒÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈ ÒÏËÓ ÈÀÌÀÛÏÁÓ

ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÆÄ

ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÉÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ

ÀÂÄÁÀÛÉ. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖË ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÀ ÃÀäÚÀÅÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀÆÄ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÀÃ

ÀÂÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ.

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÀ ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÌÒÀÅÀËÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÀÍÉ

ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÓÌÖËÉ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÏÉÝÀÅÄÍ ÄÊÒÀÍÉÓÀ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ, ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ.

ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË

ÐÄÒÉÏÃÀÌÃÄ ÀÒ ÉÚÏ ÝÍÏÁÉËÉ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÏÃÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ,

ÒÀÃÂÀÍ ÀÙÍÉÛÍÖË ÌÄÈÏÃÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉ ÀÒ

ÂÀÌÏÃÂÄÁÏÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ
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ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈÀÀ ÂÀÃÀàÒÉËÉ ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÛÉ. ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ

ÂÀÃÀàÒÀÛÉ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÒÏËÉ ÉÈÀÌÀÛÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÀÌ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ

áÄËÏÅÍÖÒÀÃ ÛÄÌÏÔÀÍÉË ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ

ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉÈ.

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÈÄÏÒÉÉÓ

ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ, ÞÀÁÅÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÚÅÄËÀ ÆÄÌÏÈ ÜÀÌÏÈÅËÉËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÀÂÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÄ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ,

ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ).
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Abstract

The present PhD Thesis of Gela Manelidze "Application of Fundamental
Solutions Method to the static and steady state oscillation problems of
Mathematical Physics" is devoted to the theoretical investigation of different

type boundary-transmission problems for partial differential equations of

Mathematical Physics and construction of algorithms of approximate solutions. In

particular, the main goal of the investigation is to analyze theoretical and practical

aspects of boundary and boundary-contact problems for the Helmholtz equation

and the system of differential equations of statics of the theory of elasticity.

The Helmholtz equation encounters in the mathematical models of acoustic

and electro-magnetic waves and investigation of the corresponding boundary value

problems have a crucial role in the study of direct and inverse wave scattering

problems. These models have a wide range of applications in engineering, bio-

medicine, physical measuring devices, radar systems, antennas, etc.

The system of statics of the theory of elasticity, treated in the thesis, represents

one of the basic models in the theory of deformable solids. In this direction, the

basic object of investigation is the system of differential equations corresponding

to anisotropic elastic solids, having an essential applications in civil and industrial

engineering, theory of composite materials, in the theory of durability, etc.

By the potential method and applying the Rellich-Vekua celebrated lemma,

the uniqueness and existence theorems of solutions for the Dirichlet, Neumann,

Robin, and mixed exterior boundary value problems for the Helmholtz equation

are proved in different function spaces (Sobolev-Slobodetskii, Bessel potential and

Besov spaces). The estimates of the corresponding norms of solution are established

by the appropriate norms of given boundary functions. The most principal thing

here is that all the boundary value problems are reduced to the equivalent, uniquely

solvable integral (pseudodifferential) equations.

It should be mentioned that a detailed analysis related to the volume Newtonian

potentials associated with the Helmholtz equation is given when the domain of

integration is unbounded region and the sufficient conditions are found when a

volume potential with density having noncompact support belongs to the Sommerfeld

class of radiating functions.

Some principal questions related to the application of the so called direct

boundary integral equations method to the exterior problems is considered. In

particular, it is established that this approach is not applicable for the resonance

frequencies and in this case it needs a special modification described in the thesis.

The results obtained are applied to the screen and crack type problems as well

as to the mixed transmission problems for piece wise homogeneous structures. The

unique solvability of these problems and the representability of solutions by linear
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combinations of the layer potentials is established. The smoothness properties of

solutions near the exceptional curves are studied.

Similar results are formulated for the Dirichlet, Neumann, and mixed type

problems for the linear equilibrium equations of anisotropic elasticity in the

Sobolev-Slobodetskii, Bessel potential, and Besov spaces. The corresponding

estimates of norms of solutions by the appropriate norms of the boundary

functions are established.

The above mentioned estimates play a crucial role in construction of algorithms

for approximation of solutions by the Fundamental Solutions Method offered in

the thesis. Actually, by this method, the solution procedure of the boundary value

problems are reduced to the approximation problem of given boundary functions by

means of linear combinations of functions specially constructed by the fundamental

solutions.

For the basic and mixed exterior boundary value and mixed

boundary-transmission problems, as well as for the screen and crack type

problems for the Helmholtz equation, the Fundamental Solutions Method is

developed and justified.

It should be mentioned that in the scientific literature the Fundamental Solution

Method for the crack type problems has not been treated. This issue is successfully

elaborated in the present thesis by reduction of the crack problem to the appropriate

mixed transmission problem by introducing an artificial transmission surface where

the rigid contact conditions are prescribed.

The Fundamental Solution Method is developed and justified also for the

anisotropic elasticity theory for the Dirichlet, Neumann, and mixed boundary value

problems of statics in the interior domains.

For all the above mentioned boundary value and transmission problems special

systems of functions are constructed by means of the corresponding fundamental

solutions which are linearly independent and dense in the appropriate Sobolev-

Slobodetskii, Bessel potential, and Besov spaces.
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ÛÄÓÀÅÀËÉ
ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÉ ÄÞÙÅÍÄÁÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÃÀ

ÌÃÂÒÀÃÉ ÒáÄÅÉÓ ÊÄÒÞÏßÀÒÌÏÄÁÖËÉÀÍÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ-ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ

ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÖË ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀÓ ÃÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ

ÀÌÏáÓÍÉÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÜÅÄÍÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÌÉÆÀÍÉÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÃÀ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÀ ÈÄÏÒÉÖË ÃÀ ÐÒÀØÔÉÊÖË ÀÓÐÄØÔÄÁÛÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÓÉÓÔÄÌÉÓÀÈÅÉÓ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÂÅáÅÃÄÁÀ ÀÊÖÓÔÉÊÖÒÉ ÃÀ ÄËÄØÔÒÏÌÀÂÍÉÔÖÒÉ

ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÄÁÛÉ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓ ÖÀÙÒÄÓÀÃ ÃÉÃÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ

ÒÏÂÏÒÝ ÔÀËÙÀÈÀ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ, ÉÓÄ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË

ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ. ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÄÓ ÌÏÃÄËÄÁÉ ×ÀÒÈÏÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ

ÓÀÉÍÑÉÍÒÏ ÄËÄØÔÒÏÍÉÊÀÛÉ, ÁÉÏÓÀÌÄÃÉÝÉÍÏ ÀÐÀÒÀÔÖÒÀÛÉ, ×ÉÆÉÊÖÒÉ

ÂÀÌÆÏÌÉ ÀÐÀÒÀÔÖÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÛÉ, ÒÀÃÀÒÖË ÓÉÓÔÄÌÄÁÛÉ, ÀÍÔÄÍÄÁÛÉ ÃÀ

ÓáÅÀ.

ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÚÀÒÉ

ÃÄ×ÏÒÌÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÞÉÒÉÈÀÃ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ

ÌÏÃÄËÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ. ÜÅÄÍÉ ÂÀÍáÉËÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÏÁÉÄØÔÉ ÀÒÉÓ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÃÒÄÊÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÌÏÃÄËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÖÃÉÃÄÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ

ÉÍÑÉÍÄÒÉÀÛÉ, ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÌÀÓÀËÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ, ÌÀÓÀËÀÈÀ ÂÀÌÞËÄÏÁÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ ÃÀ ÓáÅÀ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ

ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÈ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÒÏÁÉÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÂÀÒÄ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÃÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÉÌÀÅÄ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ. ÌÉÙÄÁÖËÉ

ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÈ ÁÆÀÒÉÓ ÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀÊÅËÄÅÀÃ

ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ

ÛÉÂÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÛÉ

ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉÓ

ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ÀÒÓÄÁÖË ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ
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ÊÀÂÒÀÃÀÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ

ÒÄÂÖËÀÒÖË ÃÀ L2 ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÀÆÄ ÀÂÄÁÖË ÓÏÁÏËÄÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ (Éá.

[1], [2], [3], [4]). ÈÖÌÝÀ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÃÀÚÅÀÍÉËÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÆÄ ÃÀ ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ ÄÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÌÄÓÀÌÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. ÄÓ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀ ÃÀ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÝÏÃÍÀÓ, ÒÀÝ Ä×ÄØÔÖÒÏÁÉÓ ÈÅÀËÈÀáÄÃÅÉÈ ÐÒÀØÔÉÊÖËÀÃ

ÂÀÍÖáÏÒÝÉËÄÁÄËÉ ÀÌÏÝÀÍÀÀ ÆÏÂÀÃÉ ÀÒÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÜÅÄÍ ÅÉÚÄÍÄÁÈ

ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÌÉÃÂÏÌÀÓ ÃÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀÂÅÚÀÅÓ

ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÆÄ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÓ ÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ Lp, p > 1, ÓÉÅÒÝÉÓ

ÁÀÆÀÆÄ ÀÂÄÁÖË ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ

ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ. ÀÂÒÄÈÅÄ ÅÀÓÀÁÖÈÄÁÈ, ÒÏÌ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓ ÌÀÙÀËÉ

ÓÉÂËÖÅÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ, ×ÀØÔÏÒÁÉÅÀÃ, ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÛÄÌÏÙÄÁÖË

ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÓ. ÀØ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÓÉÌÐÔÏÔÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÀ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ

ßÉÒÄÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ (ÄÓ ßÉÒÄÁÉÀ ÁÆÀÒÄÁÉÓ ÊÉÃÄÄÁÉ ÀÍ ßÉÒÄÁÉ, ÓÀÃÀÝ

ÉÝÅËÄÁÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÔÉÐÄÁÉ ÛÄÒÄÖË ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ) (Éá. [5], [6],

[7], [8]).

ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÀÐÒÉÏÒÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÀÒÓÄÁÉÈ ÒÏËÓ

ÈÀÌÀÛÏÁÓ ÜÅÄÍ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÆÄ

ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÏÞÄÁÍÉÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ

ÀÂÄÁÀÛÉ. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÜÅÄÍ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖË ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÓ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÀ ÃÀäÚÀÅÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀÆÄ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ

ÓÐÄÝÉÀËÖÒÀÃ ÀÂÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ.

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÀ ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÌÒÀÅÀËÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÀÍÉ

ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀÓÌÖËÉ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ

ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ (×ÀÌ) (Method of Fundamental Solutions - MFS),

ÒÏÌÄËÉÝ ÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉ ÉØÍÀ ÝÍÏÁÉËÉ ØÀÒÈÅÄËÉ

ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÏÓÉÓ ÅÉØÔÏÒ ÊÖÐÒÀÞÉÓ ÌÉÄÒ ßÉÍÀ ÓÀÖÊÖÍÉÓ 60-ÉÀÍ ßËÄÁÛÉ (ÀÌ

ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ Éá. ÅÉØÔÏÒ ÊÖÐÒÀÞÉÓÀ ÃÀ ÌÄÒÀÁ ÀËÄØÓÉÞÉÓ ÐÉÏÍÄÒÖËÉ

ÍÀÛÒÏÌÄÁÉ [9, 10, 11]).
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×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÉÃÄÀ ÀÒÉÓ ÉÓ, ÒÏÌ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ Γ(x − y) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ {y(k)}∞k=1 ÐÏËÖÓÄÁÉ ÂÀÍÈÀÅÓÃÄÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÀÒÉÓ

ÂÀÒÄÈ ÃÀ ÀÉÂÏÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ {Γ(x − y(k))}∞k=1, ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ ÀÌ

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ×ÖÍØÝÉÖÒ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÌÀÈÉ
N∑
k=1

Ck Γ(x − y(k)) ÓÀáÉÓ ßÒ×ÉÅÉ

ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÉÈ ÌÉÅÖÀáËÏÅÃÄÈ ÓÀÞÉÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÓ. ÀØ Ck ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÍÃÀ ÛÄÉÒÜÄÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÓÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁËÀÃ.

ÝáÀÃÉÀ, ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ ÃÀÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ.

ßÉÍÀ ÓÀÖÊÖÍÉÓ 70-ÉÀÍÉ ßËÄÁÉÃÀÍ ÃÀßÚÄÁÖËÉ, ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÈÀÍÃÀÈÀÍÏÁÉÈ ÂÀÃÀÉØÝÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÀÂÄÁÉÓ Ä×ÄØÔÖÒ ÌÄÈÏÃÀÃ ÃÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÌÒÀÅÀËÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÃÀ

ÓÀÉÍÑÉÍÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÓÀáÓÍÄËÀÃ (ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ, ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÀÃ

ÂÒÀÃÖÉÒÄÁÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÄÁÉÓÈÅÉÓ) (Éá. [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15],

[16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27] ÃÀ ÉØ ÝÉÔÉÒÄÁÖËÉ

ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀ). ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÞÉÒÉÈÀÃÀÃ ÚÖÒÀÃÙÄÁÀ ÂÀÌÀáÅÉËÄÁÖËÉ

ÉÚÏ ÀÌÏÍÀáÓÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀÆÄ L2 ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÀÆÄ ÀÂÄÁÖË ÓÏÁÏËÄÅÉÓ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ. ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉË ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ

ÐÒÏÁËÄÌÀ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ Lp, p > 1, ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÀÆÄ ÀÂÄÁÖË

ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ.

ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË

ÐÄÒÉÏÃÀÌÃÄ ÀÒ ÉÚÏ ÝÍÏÁÉËÉ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÛÄÉÞËÄÁÏÃÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ,

ÒÀÃÂÀÍ ÀÙÍÉÛÍÖË ÌÄÈÏÃÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉ ÀÒ

ÂÀÌÏÃÂÄÁÏÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÜÅÄÍÉ ÊÅËÄÅÉÓ

ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÉÆÀÍÉ ÉÚÏ ÀÌ ÓÉÞÍÄËÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀàÒÀ ÃÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ-ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÃÀàÒÀÛÉ

ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÒÏËÉ ÉÈÀÌÀÛÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÀÌ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ áÄËÏÅÍÖÒÀÃ

ÛÄÌÏÔÀÍÉË ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ

ÐÉÒÏÁÄÁÉÈ.

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ áÀÓÉÀÈÃÄÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ

ÀÒÀÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÉÆÄÆÄÁÉÈ (Éá.,

ÌÀÂ., [16] ÃÀ ÉØ ÝÉÔÉÒÄÁÖËÉ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀ):
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 • ÓÀÝÃÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÌÈáÅÄÅÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÓ, ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓÀÀ;

 • ÀÒ ÀÒÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ;

 • ÀÒ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÔÒÉÀÍÂÖËÀÝÉÀÓ;

 • ÌÀÒÔÉÅÉÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÐÏÅÍÀ ÓáÄÖËÉÓ

ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ;

 • ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ

ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÉÈÅÀËÏÓ;

 • ÓÀÝÃÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÂÀÒÓÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÀÙÀË

ÀÃÀÐÔÖÒÏÁÀÓ;

 • ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÀÒÀÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ (ÀÒ ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ

ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÓÉÂËÖÅÄ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ

ËÉÐÛÉÝÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉ);

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÈáÉ ÀÈßËÄÖËÉÓ ÂÀÍÌÀÅËÏÁÀÛÉ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ

ÂÅáÅÃÄÁÏÃÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ

ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀ. ÌÀÈÂÀÍ ÏÒÉ ÚÅÄËÀÆÄ Ö×ÒÏ ÐÏÐÖËÀÒÖËÉ

ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ:

(i) ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÄÁÉ (×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

{y(k)}∞k=1 ÐÏËÖÓÄÁÉ) ÂÀÍËÀÂÄÁÖËÉÀ ×ÉØÓÉÒÄÁÖË ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ä.ß.

×ÓÄÅÃÏÓÀÆÙÅÀÒÓ. ÀÌ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ßÒ×ÉÅ ÀËÂÄÁÒÖË

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÌÃÄ ÖÝÍÏÁÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ÀÍ ÂÀËÉÏÒÊÉÍÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ).

(ii) ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ {y(k)}∞k=1 ÐÏËÖÓÄÁÉÓ ÐÏÆÉÝÉÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÍÀßÉËÉ. ÀÌ

×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÖÌÝÉÒÄÓ ÊÅÀÃÒÀÔÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÀÒÀßÒ×ÉÅ

ÀÌÏÝÀÍÀÓÈÀÍ.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÉÓ

ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÃÀ

ÃÀÓÀÁÖÈÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ÞÉÒÉÈÀÃÉ, ÀÓÄÅÄ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÓÀàÉÒÏÀ ãÄÒ ÜÀÔÀÒÃÄÓ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ,
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ÂÀÌÏÊÅËÄÖË ÉØÍÀÓ ÌÀÈÉ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÀ, ÃÀÃÂÉÍÃÄÓ ÓÉÂËÖÅÉÓ ÊËÀÓÄÁÉ ÃÀ

ÛÄ×ÀÓÃÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÍÏÒÌÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓ

ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ÀØ ÐÒÏÁËÄÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÉØÌÍÀÓ ÉÌ ×ÀØÔÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ, ÒÏÌ
N∑
k=1

Ck Γ(x − y(k)) ÔÉÐÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÉ ÀÒ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÉÈ, ÌÃÂÒÀÃÉ ÒáÄÅÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ ÒáÄÅÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖË

ÓÉáÛÉÒÄÓ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀàÉÒÏÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÀ,

ÒÀÝ ÃÄÔÀËÖÒÀÃÀÀ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ.

ÀáËÀ ÌÏÊËÄÃ ÌÉÌÏÅÉáÉËÏÈ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ

ÈÀÅÄÁÉÓÀ ÃÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

ÈÀÅÉ I ÛÄÃÂÄÁÀ áÖÈÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓÀÂÀÍ.

§1-ÛÉ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÖËÉÀ ÆÄÃÀÐÉÒÈÀ ÊËÀÓÄÁÉ ÃÀ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÃÀ

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ.

§2 ÄÞÙÅÍÄÁÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ,

ÛÄÒÄÖËÉ, ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÃÀÓÌÀÓ. ÂÀÒÃÀ

ÀÌÉÓÀ, ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉÀ ÍÉÖÔÏÍÉÓ, ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÃÀ ÆÄÃÀÐÉÒÖËÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ ÃÀ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÖËÉÀ ÌÀÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ

ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍáÉËÅÉÓ ÓÀÂÀÍÉÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÆÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÖËÉ,

ÍÉÖÔÏÍÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ

ÌÉÃÀÌÏÛÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÀÒ ÀÒÉÓ

ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÄÍ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ.

§3 ÄÞÙÅÍÄÁÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ,

ÛÄÒÄÖËÉ, ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ

ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÃÀ ÀÌ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ,

ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ).

§4-ÛÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ

ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀ ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉÓ

ÛÄ×ÀÓÄÁÀ. ÀØ ÌÉÙÄÁÖË ÛÄÃÄÂÄÁÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ ÁÆÀÒÉÓ ÃÀ

ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ

ÃÀ×ÖÞÍÄÁÀÛÉ.

§5-ÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓÀÊÉÈáÉ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÀÒ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ

ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÌÏÃÉ×ÉÊÀÝÉÀÓ.
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ÈÀÅÉ II ÛÄÃÂÄÁÀ ÓÀÌÉ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓÀÂÀÍ, ÒÏÌËÄÁÛÉÝ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÌÄ-6 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÀÙßÄÒÉËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ

ÌÄÈÏÃÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÊÏÍÝÄ×ÝÉÄÁÉ ÃÀ ÃÄÔÀËÖÒÀÃÀÀ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ

ÁÉÁËÉÏÂÒÀ×ÉÖËÉ ÃÀ ÉÓÔÏÒÉÖËÉ ÝÍÏÁÄÁÉ.

ÌÄ-7 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ (ÃÉÒÉáËÄÓ,

ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÒÏÁÉÍÉÓ, ÛÄÒÄÖËÉ), ÀÂÒÄÈÅÄ, ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ

ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌ

ÛÄÃÄÂÄÁÉÓ ÁÀÆÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ

ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÀÝ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ

ÖÌÈÀÅÒÄÓ ÛÄÃÄÂÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ.

ÌÄ-8 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ

ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÈÄÏÒÉÉÓ ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ, ÞÀÁÅÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ

ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÁÏËÏÓ, ÃÀÌÀÔÄÁÀ A-ÛÉ ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ÂÀáÓÍÉË (ÀÒÀÛÄÊÒÖË)

ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÛÄÒÄÖËÉ,

ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀÊÅËÄÅÀÃ.

ÃÀÌÀÔÄÁÀ B-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÁÉÒÈÅÉÓÈÅÉÓ ÃÀÓÌÖËÉ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÒÉÝáÅÉÈÉ ÄØÓÐÄÒÉÌÄÍÔÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ

ÌÏÔÀÍÉËÉÀ ÝáÒÉËÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.
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ÈÀÅÉ I. ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ
ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀ

1 ÆÄÃÀÐÉÒÈÀ ÊËÀÓÄÁÉ ÃÀ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, Ω+ ÀÒÉÓ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÄ ÄÅÊËÉÃÄÓ R3

ÍÀÌÃÅÉË ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÒÏÌËÉÓ S = ∂Ω+ ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÂËÖÅÉÀ. ÚÅÄËÂÀÍ ÍÀÛÒÏÌÛÉ

ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÀÈÀÅÄ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ω+ ÀÒÄÓ.

Ck(Ω+) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ω+ ÀÒÄÛÉ k-ãÄÒ ÖßÚÅÄÔÀÃ

ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ. Ck(Ω+) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ Ck(Ω+) ÓÉÅÒÝÉÓ ÉÌ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌÄËÈÀ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ k ÒÉÂÀÌÃÄ

ÜÀÈÅËÉÈ ÖßÚÅÄÔÀÃ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÃÉÀ Ω+ ÀÒÉÓ S = ∂Ω+ ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ.

C0,α(Ω+) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ C0(Ω+) ≡ C(Ω+) ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÉÓ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ äÄËÃÄÒÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ α

ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ, ÓÀÃÀÝ 0 < α ≤ 1, Ä.É. ÈÖ f ∈ C0,α(Ω+), ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

ÉÓÄÈÉ C0 ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ (f-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ), ÒÏÌ

|f(x)− f(y)| ≤ C0|x− y|α, ∀x, y ∈ Ω+.

Ck,α(Ω+) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ Ck(Ω+) ÓÉÅÒÝÉÓ ÉÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ,

ÒÏÌÄËÈÀ k ÒÉÂÉÓ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ äÄËÃÄÒÉÓ

ÐÉÒÏÁÀÓ α ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ.

ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ S = ∂Ω+ ÆÄÃÀÐÉÒÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ck,α ÊËÀÓÓ, ÈÖ ÄÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉ

ÌÉÓÉ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ËÏÊÀËÖÒÀÃ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ck,α ÓÉÅÒÝÉÓ

×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÓ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÂÀÍÉÌÀÒÔÄÁÀ Ck(S) ÃÀ Ck,α(S) ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ S =

∂Ω+ ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ.

ÈÖ S ÆÄÃÀÐÉÒÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ C0,1 ÊËÀÓÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ËÉÐÛÉÝÉÓ

ÆÄÃÀÐÉÒÓ, áÏËÏ C1,α ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ËÉÀÐÖÍÏÅÉÓ

ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ. áÛÉÒÀÃ C1 ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ ÂËÖÅ

ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ, áÏËÏ C2 ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ ÊÉ - ÖßÚÅÄÔ ÓÉÌÒÖÃÉÀÍ

ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÓ. ÈÖ S ÆÄÃÀÐÉÒÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Ck ÊËÀÓÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k

ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂËÖÅÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÃÀ

ÅßÄÒÈ S ∈ C∞ (ÌÀÂ., Ó×ÄÒÖËÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ÄËÉ×ÓÖÒÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉ ÃÀ ÓáÅ.).

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÌÏÆÍÄØÉËÉ ÌÒÀÅÀËßÀáÍÀÂÀ ×ÉÂÖÒÉÓ

ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉ (ÌÀÂ., ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉÓ

ÓÀÆÙÅÀÒÉ). ËÉÐÛÉÝÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ ÀÓÄÅÄ ÊÏÍÖÓÖÒÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ÓÀÓÒÖËÉ

ÝÉËÉÍÃÒÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ, ÍÀáÄÅÀÒÁÉÒÈÅÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ, ÁÉÒÈÅÉÓ ÊÏÍÖÓÖÒÉ

ÓÄØÔÏÒÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÃÀ ÓáÅÀ. ÀÒÀËÉÐÛÉÝÖÒÉ ÀÒÄÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

ÄÒÈÌÀÍÄÈÆÄ ãÅÀÒÄÃÉÍÀÃ ÃÀÃÄÁÖËÉ ÏÒÉ ÌÀÒÈÉ ÐÀÒÀËÄËÄÐÉÐÄÃÉÓ
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ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀ, ÀÍ ÀÒÄ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÖÊÖØÝÄÅÉÓ ÀÍÖ

ÍÖËÏÅÀÍÉ ßÀÌÀáÅÉËÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÓ (ÐÉÊÓ) (ÀÒÀËÉÐÛÉÝÖÒÉ ÀÒÄÄÁÉÓ ÓáÅÀ

ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ ÉáÉËÄÈ ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÀÛÉ [28], [29]).

Lp, W r
p , H

s
p ÃÀ Bs

p,q (ÓÀÃÀÝ r ≥ 0, s ∈ R, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞)

ÓÉÌÁÏËÏÄÁÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÊÀÒÂÀÃ ÝÍÏÁÉËÉ ËÄÁÄÂÉÓ,

ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ (Éá. [30], [31], [32]). ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ

Hr
2 = W r

2 = Bs
2,2, H

s
2 = Bs

2,2 ÃÀ W t
p = Bt

p,q ÃÀ Hk
p = W k

p ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ r ≥ 0 ÃÀ

s ∈ R-ÈÅÉÓ, t ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÀÒÀÌÈÄËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ, áÏËÏ k

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÈÄËÉ ÒÉÝáÅÉÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ:

H̃s
p(M) : = {f : f ∈ Hs

p(M0), supp f ⊂ M},

B̃s
p,q(M) : = {f : f ∈ Bs

p,q(M0), supp f ⊂ M},

Hs
p(M) : = {rMf : f ∈ Hs

p(M0)},

Bs
p,q(M) : = {rMf : f ∈ Bs

p,q(M0)},

ÓÀÃÀÝ M0 ÛÄÊÒÖËÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÂÀÒÄÛÄ ÃÀ M ÀÒÉÓ M0-ÉÓ

ÙÉÀ ØÅÄÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉÀ ∂M ̸= ∅; rM ÀÒÉÓ M-ÆÄ

ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ. ØÅÄÌÏÈ, ÆÏÂãÄÒ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ

ÛÄÌÏÊËÄÁÖË ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÓ: Hs
2 = Hs ÃÀ W s

2 =W 2.

ÈÖ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÌáÏËÏÃ ÀÒÀÝÀÒÉÄËÉ ∂M ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÙÉÀ

ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀ M, ÌÀÛÉÍ ÜÅÄÍ ÉÓÄÅ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ B̃s
p,q(M) ÓÉÌÁÏËÏÓ ÉÌ

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÀÃ, ÒÏÌÄËÈÀ ÍÖËÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÝ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÛÄÒÜÄÖË M0 ÛÄÊÒÖË ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀÆÄ (ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ, ÒÏÌ

ÀÓÄÈÉ ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ) ÄÊÖÈÅÍÉÓ Bs
p,q(M0) ÓÉÅÒÝÄÓ ÃÀ

ÒÏÌÄËÈÀ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ M-ÛÉ, Ä.É., ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÄÓ ÓÉÅÒÝÄ

ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ rMB̃s
p,q(M) ÓÉÅÒÝÄÓ.

2 ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÃÀÓÌÀ ÃÀ ÃÀÌáÌÀÒÄ ÃÄÁÖËÄÁÄÁÉ

2.1 ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÛÄÒÄÖËÉ, ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ, ÁÆÀÒÉÓ
ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, Ω+ ÀÒÉÓ R3 ÓÉÅÒÝÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÄ, ÒÏÌËÉÓ

ÓÀÆÙÅÀÒÉÀ ∂Ω+ ≡ S ∈ Ck;α, k ∈ N, 0 < α ≤ 1.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ω− := R3\Ω+. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S ÂÀÚÏ×ÉËÉÀ ÏÒ

ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÍÀßÉËÀÃ: S = SD ∪ SN , SD ∩ SN = ∅; ÀÌÀÓÈÀÍ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ,

ÒÏÌ ÂÀÌÚÏ×É ßÉÒÉÝ ℓm = ∂SD = ∂SN ÂËÖÅÉÀ. ÜÅÄÍ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÀÓÄÅÄ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÒÏÃÄÓÀÝ Ω− ÀÒÄ ÛÄÉÝÀÅÓ ÛÉÂÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÒÀÛÄÊÒÖË

Σ ÆÄÃÀÐÉÒÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÒÀÉÌÄ ÂËÖÅÉ Ck;α ÊËÀÓÉÓ ÛÄÊÒÖËÉ

S0 ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÂËÖÅ ØÅÄÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀÓ.
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𝛛𝛀+ ≡ 𝐒 = �̅�𝐃 ∪ �̅�𝐍 

𝛀+ 

𝐒𝐃 

𝐒𝐍 

𝓵𝐦 

 

𝓵𝐜 

 

𝛀−  

n 

𝛀+  

ℓm 

𝛀−  

ÍÀá.1 Ω+ ÃÀ Ω− ÀÒÄÄÁÉ

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÁÆÀÒÉÓ ÊÉÃÄ ℓC = ∂Σ ÂËÖÅÉ ßÉÒÉÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ

ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S0 ÆÄÃÀÐÉÒÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÄ Ω0 ÌÈËÉÀÍÀÃ ÞÄÅÓ

S ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÂÀÒÄÈ: Ω0 ⊂ Ω−.

n(x)-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ S ÃÀ S0 ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉÓ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÄÁÉÓ ÏÒÔÄÁÉ.

ÀÌÉÈ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÀ Σ ÁÆÀÒÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÝÀËÓÀáÀÃÀÀ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ {u}+ ÃÀ {u}− ÓÉÌÁÏËÏÄÁÉÈ u ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÆÙÅÒÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ ∂Ω± = S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Ω+ ÃÀ Ω−

ÀÒÄÄÁÉÃÀÍ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ:

A (∂, ω)u (x) ≡ △u (x) + ω2u (x) = Φ (x) , x ∈ Ω±, (1)

ÓÀÃÀÝ △ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ∂2

∂x2
3
ËÀÐËÀÓÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ω ∈ R ÒáÄÅÉÓ ÓÉáÛÉÒÉÓ

ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÀ, u ÀÒÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÒáÄÅÉÓ ÀÌÐËÉÔÖÃÀ („ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÀ“),
áÏËÏ Φ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÉÂËÖÅÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ; ∂ = (∂1, ∂2, ∂3),

∂j =
∂

∂xj
.

ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ [1]

Γ (x, ω) = − 1

4π

eiω|x|

|x|
, x ∈ R3\ {0} , (2)

Ä.É.

A (∂x, ω) Γ (x− y, ω) = δ (x− y) , (3)

ÓÀÃÀÝ δ ÀÒÉÓ ÃÉÒÀÊÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÃÄËÔÀ ×ÖÍØÝÉÀ.
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𝛛𝛀+ ≡ 𝐒 = �̅�𝐃 ∪ �̅�𝐍 

𝛀+ 

𝐒𝐃 

𝐒𝐍 

𝓵𝐦 

 

𝚺 ⊂ 𝐒𝟎 

𝓵𝐜 

 

𝑺𝟎 

 

𝛛𝛀𝟎 =  𝑺𝟎 
  𝛀𝚺

− 

𝛀−
 

n 

n 

ℓc 

𝛀+
 

Ω0 

ℓm 

ÍÀá.2 ÁÆÀÒÉÓ ÛÄÌÝÅÄËÉ ÀÒÄ

ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÀ 1 ([1, 2, 3, 4]). ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ u ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ

ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ (A. Sommerfeld) ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÈÖ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ

ÃÉÃÉ |x|-ÈÅÉÓ (Ä.É. ÒÏÝÀ |x| → ∞)

u (x) = O
(
|x|−1) , (4)

∂u (x)

∂ |x|
− i ω u (x) = o

(
|x|−1) . (5)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2. ÍÀÛÒÏÌÛÉ [1] ÉËÉÀ ÅÄÊÖÀÌ ÀÜÅÄÍÀ, ÒÏÌ ÈÖ u ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ

A (∂, ω)u (x) ≡ △u (x) + ω2u (x) = 0, x ∈ Ω−, (6)

ÃÀ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ (5) ÐÉÒÏÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ u ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ØÒÏÁÉÓ (4) ÐÉÒÏÁÀÓÀÝ.

ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ (4)-(5) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÃÀÌÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÓ

ÅÖßÏÃÏÈ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÊËÀÓÉ ÃÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Z (Ω−) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ

Γ (· − y, ω) ∈ Z
(
R3\ {y}

)
(7)

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ y ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ.

ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÀ 3. ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ u ×ÖÍØÝÉÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ Ω ∈ {Ω−,Ω+} ÀÒÄÛÉ,
ÈÖ u ∈ C1

(
Ω
)
∩ C2 (Ω).
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ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀ ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ Ω ÀÒÄÛÉ, ÒÏÌËÉÓ

ÓÀÆÙÅÀÒÉ ∂Ω = S = SD ∪ SN ÃÀÍÀßÉËÄÁÖËÉÀ ÏÒ ÀÒÀÈÀÍÀÌÊÅÄÈ SD ÃÀ SN

ÍÀßÉËÄÁÀÃ, ∂SD = ∂SN = ℓm, ÈÖ u ∈ C
(
Ω
)
∩ C1

(
Ω\ℓm

)
∩ C2 (Ω) ÃÀ

ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÓ ÀØÅÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÀ∣∣∣∣∂u (x)∂xk

∣∣∣∣ ≤ c[dist (x, ℓm)]
−γ, x ∈ Ω\ℓm, k = 1, 2, 3, 0 ≤ γ < 1,

ÓÀÃÀÝ dist (x, ℓm) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÌÀÍÞÉËÓ x ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ℓm ßÉÒÀÌÃÄ.

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ Ω-ÛÉ.

ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ Ω ÀÒÄÛÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ C̃(Ω; ℓm; γ)

ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÈÖ Ω ÛÄÉÝÀÅÓ ÛÉÂÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ àÒÉËÓ, ÌÀÛÉÍ ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ u

ÅÄØÔÏÒÉ ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ΩΣ = Ω\Σ ÀÒÄÛÉ, ÓÀÃÀÝ Σ ⊂ S0 ÃÀ S0

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÀÅÓ Ω0 ⊂ Ω ÀÒÄÓ, ÈÖ u ÖßÚÅÄÔÉÀ ΩΣ-ÛÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÀÃ

ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÃÉÀ Σ-ÆÄ Ω0-ÃÀÍ ÃÀ Ω\Ω0-ÃÀÍ; ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÐÉÒÅÄËÉ

ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ ΩΣ-ÛÉ, ÖßÚÅÄÔÀÃ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÃÉÀ Σ-ÆÄ

Ω0-ÃÀÍ ÃÀ Ω\Ω0-ÃÀÍ ÃÀ∣∣∣∣∂u (x)∂xk

∣∣∣∣ ≤ C[dist (x, ℓC)]
−γ, x ∈ Ω\ℓC , k = 1, 2, 3, 0 ≤ γ < 1,

áÏËÏ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ ΩΣ-ÛÉ ÃÀ ËÏÊÀËÖÒÀÃ

ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉÀ ΩΣ-ÆÄ. ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÊËÀÓÉ ΩΣ

ÀÒÄÛÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ C̃(ΩΣ; ℓC ; γ) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÀáËÀ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ.

ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

△u (x) + ω2u (x) = Φ (x) , x ∈ Ω−, (8)

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ u ∈ C1
(
Ω−
)
∩ Z (Ω−) ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ

ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ

{u (x)}− = f (x) , x ∈ S, (9)

ÓÀÃÀÝ

Φ ∈ C0,α
(
Ω−) , f ∈ C1 (S) . (10)

ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ (8) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ u ∈ C1
(
Ω−
)
∩

Z (Ω−) ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ{
∂u(x)

∂n(x)

}−

= F (x), x ∈ S, (11)
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ÓÀÃÀÝ Φ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (10) ÐÉÒÏÁÀÓ ÃÀ

F ∈ C (S) . (12)

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ äÄËÌäÏËÝÉÓ (8) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÍÀáÄÅÒÀÃ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ u ∈ C̃1
(
Ω

−
; ℓm; γ

)
∩ Z (Ω−) ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÛÄÒÄÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ

{u (x)}− = f1 (x) , x ∈ SD, (13){
∂u (x)

∂n (x)

}−

= F1 (x) , x ∈ SN , (14)

ÓÀÃÀÝ Φ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (10) ÐÉÒÏÁÀÓ ÃÀ

f1 ∈ C1 (SD) , F1 ∈ C (SN) . (15)

ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ äÄËÌäÏËÝÉÓ (8) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÍÀáÄÅÒÀÃ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ Ω−
Σ ÀÒÄÛÉ, u ∈ C̃

(
Ω−

Σ; ℓC ; γ
)
∩ Z (Ω−), ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ Σ-ÆÄ:

{u (x)}+Σ = f (+) (x) , {u (x)}−Σ = f (−) (x) , x ∈ Σ, (16)

ÃÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ (ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÍ ÛÄÒÄÖË

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ) S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, ÀÌÀÓÈÀÍ, f (±) ∈ C1 (Σ).

ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÅÉÐÏÅÏÈ äÄËÌäÏËÝÉÓ (8) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÍÀáÄÅÒÀÃ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ Ω−
Σ ÀÒÄÛÉ, u ∈ C̃

(
Ω−

Σ; ℓC ; γ
)
∩ Z (Ω−), ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ Σ-ÆÄ:{
∂u (x)

∂n (x)

}+

= F (+) (x) ,

{
∂u (x)

∂n (x)

}−

= F (−) (x) , x ∈ Σ, (17)

ÃÀ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ (ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÍ ÛÄÒÄÖË

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ) S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, ÀÌÀÓÈÀÍ, F (±) ∈ C (Σ).

2.2 ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÃÀ ÒáÄÅÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÂÒÉÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ Ω+ ÀÒÉÓÀÈÅÉÓ ÂËÖÅÉ S = ∂Ω+

ÓÀÆÙÅÒÉÈ [1]:∫
Ω+

A (∂, ω)u v dx =

∫
Ω+

[
−∇u · ∇v + ω2u v

]
dx+

∫
S

{
∂u

∂n

}+

{v}+dS, (18)

∫
Ω+

[A (∂, ω)u v − uA (∂, ω) v] dx =

∫
S

[{
∂u

∂n

}+

{v}+ − {u}+
{
∂v

∂n

}+
]
dS, (19)
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ÓÀÃÀÝ ∇u = gradu = (∂1u, ∂2u, ∂3u), áÏËÏ a · b ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ a = (a1, a2, a3) ÃÀ

b = (b1, b2, b3) ÅÄØÔÏÒÄÁÉÓ ÓÊÀËÀÒÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ: a · b =
∑3

k=1 ak bk.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ B(z, ε) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ ε > 0 ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ ÝÄÍÔÒÉÈ z

ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÈÖ (19) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ v-Ó ÌÀÂÉÅÒÀÃ ÀÅÉÙÄÁÈ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ,

v (x) = Γ (x− z, ω), áÏËÏ Ω+-ÉÓ ÌÀÂÉÄÒ ÀÅÉÙÄÁÈ Ω+
ε ≡ Ω+\B (z, ε) ÀÒÄÓ,

ÌÀÛÉÍ ÆÙÅÒÖËÉ ÐÒÏÝÄÓÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÒÏÝÀ ε → 0, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ:∫
Ω+

Γ (x− z)A (∂x, ω)u (x) dx−
∫
S

Γ (x− z, ω)

{
∂u (x)

∂n (x)

}+

dS−

+

∫
S

∂Γ(x− z, ω)

∂n(x)
{u(x)}+dS =

{
u(z), z ∈ Ω+,

0, z ∈ Ω−.
(20)

(19) ÃÀ (20) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÄÁÉ ÉßÄÒÄÁÀ ÀÓÄÅÄ ÖÓÀÓÒÖËÏ Ω− ÀÒÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Z (Ω−) ÊËÀÓÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ

u, v ∈ C1
(
Ω−
)
∩Z (Ω−), ÀÌÀÓÈÀÍ Au ÃÀ Av ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ

ÓÀÚÒÃÄÍÉ, ÌÀÛÉÍ [1]∫
Ω−

[A (∂, ω)u− uA (∂, ω) v] dx= −
∫
S

[{
∂u

∂n

}−

{v}−−{u}−
{
∂v

∂n

}−
]
dS,

∫
Ω−

Γ (x− z)A (∂, ω)u (x) dx+

∫
S

Γ (x− z, ω)

{
∂u (x)

∂n (x)

}−

dS−

−
∫
S

∂Γ (x− z, ω)

∂n (x)
{u}−dS =

0, z ∈ Ω+,

u (z) , z ∈ Ω−.

(21)

ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ, ÀÓÄÅÄ (18) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ, ÈÖ

ÌÏÅÉÈáÏÅÈ, ÒÏÌ v-Ó ÓÀÚÒÃÄÍÉ supp v ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉÀ:∫
Ω−

A (∂, ω)u v dx =

∫
Ω−

[
−∇u · ∇v + ω2 u v

]
dx−

∫
S

{
∂u

∂n

}−

{v}−dS, (22)

u ∈ C2
(
Ω−
)
∩ Z

(
Ω−) , v ∈ C2

comp

(
Ω−) .

(18)-(22) ×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÆÏÂÀÃÃÄÓ ÓÏÁÏËÄÅÉÓ ÓÉÅÒÝÉÓ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÀÒÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ

u ∈ W 1 (Ω+) ÃÀ A (∂, ω)u ∈ L2 (Ω
+), ÌÀÛÉÍ (18) ×ÏÒÌÖËÀ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ

[33] ⟨{
∂u

∂n

}+

, {v}+
⟩

S

=

∫
Ω+

A (∂, ω) u vdx+

∫
Ω+

[
∇u · ∇v − ω2 u v

]
dx, (23)
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ÓÀÃÀÝ ⟨·, ·⟩S ÓÉÌÁÏËÏ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÃÖÀËÏÁÀÓ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖË

H
−1/2
2 (S) ÃÀ H

1/2
2 (S) ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ. ÄÓ (23) ×ÏÒÌÖËÀ ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ

ÂÀÍÌÀÒÔÀÅÓ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÊÅÀËÓ S ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ,

ÒÏÌÄËÉÝ ÆÏÂÀÃÀÃ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÊÅÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ.

ÝáÀÃÉÀ,
{

∂u
∂n

}+ ∈ H
−1/2
2 (S), ÒÀÃÂÀÍ {v}+ ∈ H

1/2
2 (S).

ÈÖ u, v ∈ W 1 (Ω+) ÃÀ A (∂, ω)u ∈ L2 (Ω
+), ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÓÄÅÄ (20)

×ÏÒÌÖËÀ, ÓÀÃÀÝ
{

∂u
∂n

}+
ÂÅÄÓÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÊÅÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ.

(23) ÔÏËÏÁÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÓÄÅÄ, ÈÖ u ∈ W 1
p (Ω

+), A(∂, ω)u ∈ W 1
p (Ω

+)

ÃÀ v ∈ W 1
p′ (Ω

+), 1/p + 1/p′ = 1. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
{

∂u
∂n

}+
ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ

ÊÅÀËÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÜÀÒÈÅÀ
{

∂u
∂n

}+ ∈ B
−1/p
p,p (S), p > 1.

ÓÒÖËÉÀÃ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÈÖ u ∈ W 1
2,loc (Ω

−), Au ∈ L2,loc (Ω
−) ÃÀ v ∈

W 1
2,comp (Ω

−), ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ (22) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÀÍÀËÏÂÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÓÄ

ÜÀÉßÄÒÄÁÀ⟨{
∂u

∂n

}−

, {v}−
⟩

S

= −
∫
Ω−

A (∂, ω)u v dx+

∫
Ω−

[
−∇u · ∇v + ω2u v

]
dx. (24)

ÄÓ ×ÏÒÌÖËÀ ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÊÅÀËÓ S-ÆÄ,
{

∂u
∂n

}− ∈ H
− 1

2
2 (S).

(24) ×ÏÌÖËÀ ÀÓÄÅÄ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ, ÈÖ u ∈ W 1
p,loc (Ω

−), A(∂, ω)u ∈ Lp,loc (Ω
−),

v ∈ W 1
p′,comp (Ω

−), ÃÀ ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÊÅÀËÓ{
∂u
∂n

}− ∈ B
− 1

p
p,p (S).

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÍÉÖÔÏÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ ÃÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ

ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ:

PΩ (f) (x) =

∫
Ω

Γ (x− y, ω) f (y) dy, x ∈ R3, (25)

V (g) (x) =

∫
S

Γ (x− y, ω) g (y) dSy, x ∈ R3\S, (26)

W (h) (x) =

∫
S

[
∂

∂n (y)
Γ (x− y, ω)

]
h (y) dSy, x ∈ R3\S. (27)

ÌÀÛÉÍ ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉ (20) ÃÀ (21) ÀÓÄ

ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ:

u (x) = PΩ+ (A (∂, ω)u) (x)−V

({
∂u

∂n

}+
)
(x) +W

(
{u}+

)
(x) , x ∈ Ω+, (28)

u (x) =PΩ− (A (∂, ω)u) (x)+V

({
∂u

∂n

}−
)
(x)−W

(
{u}−

)
(x) , x ∈ Ω−. (29)
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ÀØ (28) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ

u ∈ W 1
2

(
Ω+
)
, A(∂, ω)u ∈ L2

(
Ω+
)
, {u}+ ∈ H

1
2
2 (S) ,

{
∂u

∂n

}+

∈ H
− 1

2
2 (S) ,

(30)

ÀÍ

u ∈ W 1
p

(
Ω+
)
, A(∂, ω)u ∈ Lp

(
Ω+
)
, {u}+ ∈ B

1− 1
p

p,p (S) ,

{
∂u

∂n

}+

∈ B
− 1

p
p,p (S) ,

(31)

áÏËÏ (29) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ

u ∈ W 1
2,loc(Ω

−) ∩ Z(Ω−), Au ∈ L2,loc(Ω
−), {u}− ∈ H

1
2
2 (S),

{
∂u

∂n

}−

∈ H
− 1

2
2 (S) ,

(32)

ÀÍ

u∈W 1
p,loc(Ω

−) ∩ Z(Ω−), A(∂, ω)u∈Lp,loc(Ω
−), {u}−∈B

1− 1
p

p,p (S),

{
∂u

∂n

}−

∈ B
− 1

p
p,p (S) .

(33)

ÒáÄÅÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ (Éá. ÌÀÂ., [1, 3, 4, 29,

33, 34, 35, 36]).

ÈÄÏÒÄÌÀ 4. ÅÈØÅÀÈ, S ËÉÐÛÉÝÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ. ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ

ÖßÚÅÄÔÉÀ:

V : H
− 1

2
2 (S) → H1

2

(
Ω+
)
,

V : H
− 1

2
2 (S) → H1

2,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) ,

W : H
1
2
2 (S) → H1

2

(
Ω+
)
,

W : H
1
2
2 (S) → H1

2,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) ,

PΩ+ : H0
2

(
Ω+
)
→ H2

2,loc

(
R3
)
∩ Z

(
R3
)
,

PΩ− : H0
2,comp

(
Ω−)→ H2

2,loc

(
R3
)
∩ Z

(
R3
)
,

ÈÖ g ∈
[
H

− 1
2

2 (S)
]3
, h ∈

[
H

1
2
2 (S)

]3
, f ∈ L2 (Ω

+), ÀÍ f ∈ L2,comp (Ω
−),
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ÌÀÛÉÍ

L (∂, ω)PΩ+ (f) (x) =

{
f (x) , Ω+-ÛÉ,

0, Ω−-ÛÉ,
(34)

L (∂, ω) PΩ− (f) (x) =

{
0, Ω+-ÛÉ,

f (x) , Ω−-ÛÉ,
(35)

L (∂, ω)V (g) (x) = 0, L (∂, ω)W (h) (x) = 0, Ω±-ÛÉ, (36)

{V (g) (x)}+ = {V (g) (x)}− = Hg (x) S-ÆÄ, (37){
∂

∂n (x)
V (g) (x)

}±

=
[
∓2−1I + K̃

]
g (x) S-ÆÄ, (38)

{W (h) (x)}± =
[
±2−1I +K

]
h (x) S-ÆÄ, (39){

∂

∂n(x)
W (h) (x)

}+

=

{
∂

∂n(x)
W (h) (x)

}−

≡ Lh (x) S-ÆÄ. (40)

ÀØ K̃, K ÃÀ H ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ:

K̃g (x) : =
∫
S

[
∂

∂n (x)
Γ (x− y, ω)

]
g (y) dS, x ∈ S, (41)

Kh (x) : =
∫
S

[
∂

∂n (y)
Γ (x− y, ω)

]
h (y) dS, x ∈ S, (42)

Hg (x) : =
∫
S

[Γ (x− y, ω)] g (y) dS, x ∈ S. (43)

ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ

H : H
− 1

2
2 (S) → H

1
2
2 (S) , (44)

K̃ : H
− 1

2
2 (S) → H

− 1
2

2 (S) , (45)

K : H
1
2
2 (S) → H

1
2
2 (S) , (46)

L : H
1
2
2 (S) → H

− 1
2

2 (S) . (47)

ÈÖ S ∈ C1,α, 0 < α ≤ 1, ÌÀÛÉÍ K̃, K ÃÀ H ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÓÖÓÔÉ

ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ, áÏËÏ L ÀÒÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ

ÉÍÔÄÂÒÏ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ.

ÈÖ S ∈ Ck+1,α, ÓÀÃÀÝ k ≥ 1 ÃÀ 0 < β < α ≤ 1, ÌÀÛÉÍ

V : Ck,β (S) → Ck+1,β
(
Ω±
)
, (48)

W : Ck,β (S) → Ck,β
(
Ω±
)
, (49)

H : Ck,β (S) → Ck+1,β (S) , (50)

K̃,K : Ck,β (S) → Ck,β (S) , (51)

L : Ck,β (S) → Ck−1,β (S) . (52)
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ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ C1,α ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (45), (46) ÃÀ (51)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 5. ÆÏÂÀÃÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ (28) ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ, ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ A (∂, τ)u (x) = 0, x ∈ Ω+ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓÀÈÅÉÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ(
−1

2
I +K

)
{u}+ = H

{
∂u

∂n

}+

, L{u}+ =

(
−1

2
I + K̃

){
∂u

∂n

}+

. (53)

ÈÖ ÀØ ÈÀÍÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ ÜÀÅÓÅÀÌÈ ãÄÒ u = W (g) ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ,

áÏËÏ ÛÄÌÃÄÂ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ u = V (g) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÓ, ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ

ÌÀÈÉ ßÚÅÄÔÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÏÐÄÒÀÔÏÒÖË ÔÏËÏÁÄÁÓ:

HL =

(
−1

4
I +K2

)
, KH = HK̃, LH =

(
−1

4
I + K̃2

)
, LK = K̃L. (54)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 6. ÈÖ C1,α, ÌÀÛÉÍ ∂
∂n(x)

Γ(x − y, ω) = O(|x − y|α−2), x, y ∈ S, ÃÀ

ÀÌÉÔÏÌ, ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, (51) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉÀ. (54)

ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ

L ÃÀ H ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓ ÏÒÌáÒÉÅ ÒÄÂÖËÉÀÒÉÆÀÔÏÒÄÁÓ, ÒÀÃÂÀÍ

LH = −1

4
I + T1, HL = −1

4
I + T2,

ÓÀÃÀÝ T1 ÃÀ T2 ÓÖÓÔÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÂÖËÄÁÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÊÏÌÐÀØÔÖÒ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ, ÆÏÂÀÃÀÃ, L ÃÀ H ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÀÒÀÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ, ÈÖ

ω ÄÌÈáÅÄÅÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÍ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅ ÓÉáÛÉÒÄÓ.

ÀÌÉÔÏÌ ÀØ ÓÀØÌÄ ÀÒ ÂÅÀØÅÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÒÄÂÖËÉÀÒÉÆÀÔÏÒÄÁÈÀÍ

ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7. ÚÅÄËÀ ÆÄÌÏÈ ÃÀÓÌÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÜÀÌÏÚÀËÉÁÃÄÓ ÓÏÁÏËÄÅÉÓ W 1
p,loc (Ω

−) ÃÀ ÁÄÓÄËÉÓ H1
2,loc (Ω

−)

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÄËÉ×ÓÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÉÂÀ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, äÄËÌäÏËÝÉÓ (8)

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ u ∈ W 1
p,loc (Ω

−) ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÄÊÖÈÅÍÉÓ W 2
p (Ω

∗) ÓÉÅÒÝÄÓ, ÈÖ Φ ∈ Lp,loc (Ω
−), Ω∗ ⊂ Ω− ÃÀ Ω∗ ÓÀÓÒÖËÉ

ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÄÀ (Éá. ÌÀÂ. [29]).

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÉÓ ÃÒÏÓ u ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ

W 1
p,loc (Ω

−) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ (8) ÂÅÄÓÌÉÓ ÃÉÓÔÒÉÁÖÝÉÉÓ

ÀÆÒÉÈ, ÃÉÒÉáËÄÓ ÔÉÐÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÂÅÄÓÌÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÊÅÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ,

áÏËÏ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÂÅÄÓÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÊÅÀËÉÓ ÀÆÒÉÈ,

ÒÏÌÄËÉÝ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ. ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÓÀÝ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.
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2.3 ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÆÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÖËÉ ÍÉÖÔÏÍÉÓ
ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

ÄÓ ÐÀÒÀÂÒÀ×É ÄáÄÁÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÉÓ ÃÀÃÂÄÍÀÓ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ (Éá. [37]).

ÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ ßÀÌÏÉàÒÄÁÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÛÉ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓ

ÂÀÌÏÊÅËÄÅÉÓ ÃÒÏÓ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ:

∆u (x) + ω2u (x) = Φ (x) , x ∈ Ω− (55)

ÓÀÃÀÝ u ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ∆ ËÀÐËÀÓÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ω  ÍÀÌÃÅÉËÉ

ÒÉÝáÅÉÀ (ÓÉáÛÉÒÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÀ), Ω− ÀÒÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÀÒÄ, ÒÏÌËÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉÀ ÛÄÊÒÖËÉ ÏÒÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ S ÆÄÃÀÐÉÒÉ, áÏËÏ

Φ ÀÒÉÓ Ω− ÀÒÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÝÍÏÁÉËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

1896 ßÄËÓ ÔÀËÙÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ

ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÀÒÍÏËÃ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÌÀ ÜÀÌÏÀÚÀËÉÁÀ

ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ (4)-(5) ÐÉÒÏÁÄÁÉ.

1943 ßÄËÓ ÉËÉÀ ÅÄÊÖÀÌ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ, ÒÏÌ ÌÄÔÀäÀÒÌÏÍÉÖËÉ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ (ÀÍÖ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ∆u (x) + ω2u (x) = 0

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ) (5) ÈÅÉÓÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ØÒÏÁÉÓ

(4) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, (5) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÛÉ ÃÀÃÂÉÍÃÀ ØÒÏÁÉÓ

ÒÉÂÉ:
∂u (x)

∂n (x)
− iωu (x) = O

(
|x|−2) , |x| → ∞.

ÉÌÀÅÄ ßÄËÓ ×ÒÀÍÝ ÒÄËÉáÌÀ ÃÀ ÉËÉÀ ÅÄÊÖÀÌ ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÃÀ

ÄÒÈÌÀÍÄÈÉÓÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÀÃ ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÓ ÌÄÔÀäÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÛÄÓÀÍÉÛÍÀÅÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÝÍÏÁÉËÉÀ

ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓ ÓÀáÄËÉÈ.

ËÄÌÀ (ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀ, 1943). ÈÖ u ÌÄÔÀäÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ Ω− ÀÒÄÛÉ ÃÀ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

lim
R→∞

∫
Σ(R)

|u(x)|2 dΣ(R) = 0, (56)

ÓÀÃÀÝ Σ(R) ÀÒÉÓ R ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ Ó×ÄÒÏ, ÌÀÛÉÍ u(x) = 0, x ∈ Ω−.

ÀÌ ËÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉ ÌÄÔÀäÀÒÌÏÍÉÖËÉ

×ÖÍØÝÉÉÓ ØÒÏÁÉÓ ÒÉÂÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ

ÀÙÄÌÀÔÄÁÏÃÄÓ ÄÒÈÓ, ÒÀÝ ÐÒÉÍÝÉÐÖËÀÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÀ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÓÀÂÀÍ.
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ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓÀ ÃÀ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ,

ÒÏÌ ÐÀÒÀÂÒÀ× 2.1-ÛÉ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ

äØÏÍÃÄÓ ÄÒÈÆÄ ÌÄÔÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÆÄÌÏÈ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉÀ ÌÒÀÅÀËÉ ÌÄÝÍÉÄÒÉÓ ÌÉÄÒ:

Å.ÊÖÐÒÀÞÄ, É.ÅÄÊÖÀ, Ò.ÊËÀÉÍÌÀÍÉ, Ã.ÊÏËÔÏÍÉ, Ò.ÊÒÄÓÉ, Ì.ÊÏÓÔÀÁÄËÉ,

Ä.ÓÔÄ×ÀÍÉ, Ñ.Ê.ÍÄÃÄËÄÊÉ, ä.ÁÒÀÊÀÂÄ, Ð.ÅÄÒÍÄÒÉ, Ò.ËÀÉÓÉ, Ï.ÐÀÍÉÜÉ ÃÀ

ÌÒÀÅÀËÉ ÓáÅÀ (ÉáÉËÄÈ ÉÓÔÏÒÉÖËÉ ÃÀ ÁÉÁËÉÏÂÒÀ×ÉÖËÉ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉ

ÛÒÏÌÄÁÛÉ: [3, 4, 14, 38]).

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÂËÖÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ,

ÀÓÄÅÄ L2-ÁÀÆÉÓÉÀÍ ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ.

ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÞÉÒÉÈÀÃÀÃ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÃÄÓÀÝ Φ

×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉ.

ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ (55) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÆÄ ÄÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÍÉÖÔÏÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

P (Φ) (y)= − 1

4π

∫
Ω−

eiω|x−y|

|x−y|
Φ (x) dx (57)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (55) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖË ÀÌÏÍÀáÓÍÓ,

ÈÖ Φ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÓÉÂËÖÅÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖË ÐÉÒÏÁÄÁÓ [39, 40] .

ÊÄÒÞÏÃ, ÌÀÒÔÉÅÉ ÓÀÜÅÄÍÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ Φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ

ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÃÀ ÉÂÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ äÄËÃÄÒÉÓ ÀÆÒÉÈ, ÌÀÛÉÍ (57)

ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ N(Φ) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ (55) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ (55) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

u = v +N (Φ) , (58)

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÉÍÀáÀÅÈ, ÒÏÌ v ×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÌÀÝ

ÖÍÃÀ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÏÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀ:

∆v (x) + ω2v (x) = 0, x ∈ Ω−,

{Bv(x)}− = G (x) , x ∈ S,
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ÓÀÃÀÝ B ÀÒÉÓ ÀÍ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÀÍ ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÀÍ ÒÏÁÉÍÉÓ ÀÍ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ.

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÀ áÃÄÁÀ ÒÏÃÄÓÀÝ Φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ

ÄÌÈáÅÄÅÀ ÌÈÄË Ω− ÀÒÄÓ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÒ ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ.

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (57) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ N(Φ) ×ÖÍØÝÉÀ:

• ÊÏÒÄØÔÖËÀÃ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ (ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ÃÀ ÌÉÓÉ ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÊÒÄÁÀÃÉ),

• ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ

ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ,

• ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ (55) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ

Ω− ÀÒÄÛÉ.

ÈÖ ÄÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ (57) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ

N(Φ) ×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ (55)

ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÅÉÚÅÀÍÏÈ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÆÄ ÄÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ (58)

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ÓßÏÒÄÃ ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÀÓ ÄÞÙÅÍÄÁÀ ÄÓ ÐÀÒÀÂÒÀ×É. ÊÄÒÞÏÃ,

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8. ÅÈØÅÀÈ, Φ ∈ C (R3) ÃÀ

|Φ (x)| ≤ C

(1+ |x|)m
, (59)

ÓÀÃÀÝ m > 4 ÃÀ C ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉÀ. ÌÀÛÉÍ äÄËÌäÏËÝÉÓ (∆ + ω2)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÍÉÖÔÏÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

P (Φ) (y) = − 1

4π

∫
R3

eiω|x−y|

|x− y|
Φ (x) dx, y ∈ R3, (60)

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÀÍÖ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ

ÃÉÃÉ |y|-ÓÀÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ:

P (Φ) (y) = O
(
|y|−1) , (61)

∂P (Φ) (y)

∂ |y|
− iωP (Φ) (y) = O

(
|y|−2) . (62)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ãÄÒ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (62) ÈÀÍÀ×ÀÒÏÁÀ.

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ:

K (x, y) :=

(
∂

∂ |y|
− iω

)
eiω|x−y|

|x− y|
. (63)
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ÜÅÄÍ ØÅÄÌÏÈ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ K(x, y) ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

×ÏÒÌÉÈ, ÊÄÒÞÏÃ,

K (x, y) =

(
∂

∂ |y|
− iω

)
eiω|x−y|

|x− y|
=

(
yk
|y|

∂

∂yk
− iω

)
eiω|x−y|

|x− y|

=

[
− yk
|y|

yk − xk

|x− y|3
+ iω

yk
|y|

yk − xk

|x− y|2
− iω

|x− y|

]
eiω|x−y|

=

[
(x · y)− |y|2

|y| |x− y|3
− iω (x · y)

|y| |x− y|2
+ iω

(
|y|

|x− y|2
− 1

|x− y|

)]
eiω|x−y|

=

[
(x · y)− |y|2

|y| |x− y|3
− iω (x · y)

|y| |x− y|2
+

iω
(
2 (x · y)− |x|2

)
|x− y|2 (|y|+ |x− y|)

]
eiω|x−y|. (64)

ÀØ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ:

∂

∂yk
|x− y| = yk − xk

|x− y|
;

∂

∂yk
eiω|x−y| = iω

yk − xk
|x− y|

eiω|x−y|;

∂

∂yk

eiω|x−y|

|x− y|
=
iω yk−xk

|x−y| e
iω|x−y| |x− y| − yk−xk

|x−y| e
iω|x−y|

|x− y|2
;

|y|
|x− y|2

− 1

|x− y|
=

|y| − |x− y|
|x− y|2

=
|y|2 − |x− y|2

|x− y|2 (|y|+ |x− y|)
=

=
|y|2 − |x|2 + 2 (x · y)− |y|2

|x− y|2 (|y|+ |x− y|)

ÃÀÅÀ×ÉØÓÉÒÏÈ y ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ |y| = R ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ

ÃÉÃÉÀ. R3 ÓÉÅÒÝÄ ÃÀÅÚÏÈ ÏÈá ÈÀÍÀÖÊÅÄÈ ÀÒÄÃ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÏÈáÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ:

∂P (Φ) (y)

∂ |y|
− iωP (Φ) (y) = − 1

4π

∫
R3

K (x, y) Φ (x) dx =− 1

4π

4∑
j=1

Ij (y), (65)

ÓÀÃÀÝ

Ij (y) = − 1

4π

∫
Ωj

K (x, y) Φ (x) dx, (66)

Ω1= B

(
y,
R

2

)
, (67)

Ω2= B (0, R) \
{
B

(
0,
R

2

)
∪B

(
y,
R

2

)}
, (68)

Ω3 = R3\ {B (0, R) ∪ Ω1} , (69)

Ω4= B

(
0,
R

2

)
. (70)
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R3

ÍÀá.3 ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÉÓ ÃÀÍÀßÉËÄÁÀ

ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ |y| = R-ÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ãÄÒ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÖËÉ:

K (x, y) =

[
− yk
|y|

yk − xk

|x− y|3
+ iω

yk
|y|

yk − xk

|x− y|2
− iω

|x− y|

]
eiω|x−y|

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ∣∣∣∣ yk|y|
∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣eiω|x−y|∣∣ = 1,

∣∣∣∣ yk − xk

|x− y|3

∣∣∣∣ ≤ 1

|x− y|2
.

ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

K (x, y) ≤
(

1

|x− y|2
+

2ω

|x− y|

)
≤ max(1;ω)

[
1

|x− y|2
+

1

|x− y|

]
.

ÀáËÀ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÉÈÏÄÖË ÀÒÄÆÄ ÝÀË-ÝÀËÊÄ.

ÃÀÅÉßÚÏÈ I1 ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÈ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÂÅÀØÅÓ:

x ∈ Ω1 ⇒ |x− y| ≤ R

2
;

R

2
≤ |x| ≤ 3R

2
.

Ó×ÄÒÖË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÀÈÀÅÄ ÌÏÅÃÏÈ y ßÄÒÔÉËÛÉ. ÌÀÛÉÍ x

ßÄÒÔÉËÉÓ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ ÉØÍÄÁÀ (ρ, φ, θ), ÓÀÃÀÝ ρ = |x− y|:

x1 = y1 + ϱ cosφ sin θ,

x2 = y2 + ϱ sinφ sin θ,
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x3 = y3 + ϱ cos θ,

0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϱ ≤ R/2.

ÀÌÉÔÏÌ I1 ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÛÄ×ÀÓÃÄÁÀ

|I1 (y)| ≤ c1

∫
Ω1

[
1

|x− y|2
+

1

|x− y|

]
|ϕ (x)| dx ≤

≤ c1sup
Ω1

|ϕ (x)|
∫

B(y,R2 )

[
1

|x− y|2
+

1

|x− y|

]
dx ≤

≤ c1sup
Ω1

|ϕ (x)|
∫ R

2

0

∫ 2π

0

∫ π

0

[
1

ρ2
+

1

ρ

]
ρ2sin θdθdφdρ ≤ c2R

2

(1 +R)m
. (71)

ÀØ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ (ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ

ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ R > 4):∫ R
2

0

∫ 2π

0

∫ π

0

[
1

ρ2
+

1

ρ

]
ρ2sin θdθdφdρ =

=

∫ R
2

0

[1 + ρ] dρ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ = 4π(
R

2
+
R2

8
) ≤ π R2.

ÀÌÀÓÈÀÍ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ

|Φ (x)| ≤ C

(1+ |x|)m
≤ 2mC

(2+R)m
,

ÌÀÛÉÍ (71)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

|I1 (y)| ≤ CR2−3−m = C|y|2−3−m, ÒÏÝÀ |y| = R ≫ 1. (72)

ÀáËÀ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ I2 ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÀØÅÓ:

x ∈ Ω2 ⇒ |x− y| ≥ R

2
,

R

2
≤ |x| ≤ R.

ÒÀÃÂÀÍ
1

|x− y|2
+

1

|x− y|
≤ 4

R2
+
2

R
≤ c2
R

ÃÀ

|Φ (x)| ≤ C

(1+ |x|)m
≤ 2mC

(2+R)m
≤ 2mC

Rm
≤ c4R

−m,

ÀÌÉÔÏÌ

|I2 (y)| ≤ c1

∫
Ω2

[
1

|x− y|2
+

1

|x− y|

]
|Φ (x)| dx ≤ c2

R
c4R

−m4

3
πR3 ≤

≤ CR2−3−m = C|y|2−3−m.
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ÀáËÀ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ I3 ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ

x ∈ Ω3 ⇒ |x− y| ≥ R

2
, |x| ≥ R,

1

|x− y|2
+

1

|x− y|
≤ 4

R2
+
2

R
≤ c2
R
,

|Φ (x)| ≤ C

(1+ |x|)m
≤ C

|x|m
.

Ó×ÄÒÖË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

|I3 (y)| ≤ c1

∫
Ω3

[
1

|x− y|2
+

1

|x− y|

]
|Φ (x)| dx

≤ c2
R

∫
|x|≥R

|Φ (x)| dx ≤ c3
R

∫ ∞

R

ρ2dρ

ρm
≤ c3
R

1

m− 3
R3−m.

ÀÌÒÉÂÀÃ

|I3 (y)| ≤ C ,R2−3−m = C , |y|2−3−m. (73)

ÁÏËÏÓ ÛÄÅÀ×ÀÓÏÈ I4 ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÂÅÀØÅÓ:

x ∈ Ω4 ⇒ |x− y| ≥ R

2
, |x| ≤ R

2
,

1

|x− y|
≤ 2

R
, (x · y) ≤ |x| |y| .

ÀÌ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ:

|K (x, y)| ≤

∣∣∣∣∣ (x · y)
|y| |x− y|3

− |y|2

|y| |x− y|3
− iω (x · y)

|y| |x− y|2
+

+
iω2 (x · y)

|x− y|2 (|y|+ |x− y|)
− iω|x|2

|x− y|2 (|y|+ |x− y|)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c1

∣∣∣∣∣
(
|x|
R3

+
1

R2
+

|x|
R2

+
|x|
R2

+
|x|2

R3

)∣∣∣∣∣ ≤ c2
R2

(1 + |x|) .

ÀÌÉÔÏÌ

I4 (y) ≤
c2
R2

∫
|x|≤R

2

(1 + |x|) |Φ (x)| dx ≤ c2
R2

∫
R3

(1 + |x|) |Φ (x)| dx ≤

≤ c3
R2

∫
R3

dx

(1 + |x|)m−1 .

ÈÖ m > 4, ÌÀÛÉÍ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÀÒÀÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

|I4 (y)| ≤ CR−2 = C|y|−2. (74)
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(72)-(74) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (62) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ.

(61) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ. ÌÀÒÈËÀÝ ÂÅÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

|P (Φ) (y)| =

∣∣∣∣∣∣ 14π
∫
R3

eiω|x−y|

|x− y|
Φ (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

4π

∫
R3

1

|x− y|
|Φ (x)| dx.

ÀØÀÝ, ÆÄÌÏÈ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÃÀÅÚÏÈ

ÓÀÉÍÔÄÂÒÏ ÀÒÄ ÉÌÀÅÄ ÔÉÐÉÓ ÏÈá ÀÒÀÈÀÍÀÌÊÅÄÈ Ωj , j = 1, 2, 3, 4, ÀÒÄÃ ÃÀ

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÏÈáÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ:

|P (Φ) (y)| = 1

4π

∫
R3

1

|x− y|
|Φ (x)| dx =

4∑
j=1

Jj(y),

ÓÀÃÀÝ

Jj(y) =
1

4π

∫
Ωj

1

|x− y|
|Φ (x)| dx.

ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓ ÜÀÔÀÒÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÆÄÌÏÈ ÉÚÏ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

ÛÄÌÃÄÂ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ:

J1(y) ≤ c1 sup
Ω1

|Φ (x)|
∫

B(y,R2 )

dx

|x− y|
≤

≤ c1sup
Ω1

|Φ (x)|
∫ R

2

0

∫ 2π

0

∫ π

0

ρ sin θdθdφdρ ≤ c2R
2

(1 +R)m
.

J2(y) ≤
c3
R

sup
R
2
≤|x|≤R

|Φ (x)|
∫
Ω2

dx ≤ c3R
2

(1 +R)m
,

J3(y) ≤
c5
R

∫
|x|≥R

|Φ (x)| dx ≤ c6
R

∫ ∞

R

ρ2dρ

ρm
≤ c7R

2−m,

J4(y) ≤
c8
R

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω4

Φ (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c9
R

∫
R3

dx

(1 + |x|)m
≤ c10

R
,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ, ÒÏÝÀ m >

4.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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3 ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ

ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÀ×ÛÉ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ ÆÄÌÏÈ ÃÀÓÌÖË ÊËÀÓÉÊÖÒ ÃÀ

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ (ÒÄÂÖËÀÒÖË, ÍÀáÄÅÒÀÃ

ÒÄÂÖËÀÒÖË ÃÀ ÓÏÁÏËÄÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ) ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÆÄ ÌÄÔÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÍÖ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÌáÏËÏÃ

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÒáÄÅÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ

ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÓ ÃÀ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ ÉÌ ×ÏÒÌÉÈ,

ÒÀÝ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÉØÍÄÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ

ÌÄÈÏÃÉÓ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÀÛÉ (ÛÄÀÃÀÒÄ [1, 3, 4, 29, 41, 42, 43, 44]).

ØÅÄÌÏÈ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ

S = ∂Ω− ∈ C2,α, 0 < α ≤ 1, (75)

Φ ∈ C0,β
(
Ω−) , 0 < β < α ≤ 1, (76)

ÃÀ Φ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8-ÛÉ ÌÏÚÅÀÍÉË ØÒÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÒÀÃÂÀÍ ÀÒÀÄÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (8) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÄÒÈÉ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ

ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ

ÃÀÅßÄÒÏÈ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ

u0 (x) = PΩ− (Φ) (x) =

∫
Ω−

Γ (x− y, ω) Φ (y) dy. (77)

ÀÌÀÓÈÀÍ,

u0 ∈ C2,β
(
Ω−
)
∩ Z(Ω−). (78)

3.1 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ
ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÌÏÝÀÍÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ:

A (∂, ω)u (x) = 0, x ∈ Ω−, u ∈ C1,β
(
Ω−
)
∩ Z

(
Ω−) , (79)

{u (x)}− = f (x) , x ∈ S, (80)

f ∈ C1,β (S) , 0 < β < α ≤ 1. (81)

ÅÄÞÄÁÏÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ

ßÒ×ÉÅÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÓ ÓÀáÉÈ (Éá. [44], Leis, Pan)

u (x) = W (g) (x) + aV (g) (x) , (82)
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ÓÀÃÀÝ g ÀÒÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ, áÏËÏ a ÀÒÉÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÖÃÌÉÅÉ

a = a1 + ia2, a1, a2 ∈ R, a2 ̸= 0. (83)

ÌÀÛÉÍ (79) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ, áÏËÏ (80) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÐÉÒÏÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÛÄÌÃÄÂ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ g

×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ:

−1

2
g (x) +Kg (x) + aHg (x) = f (x) , x ∈ S, (84)

ÓÀÃÀÝ K ÃÀ H ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (42) ÃÀ (43) ÔÏËÏÁÉÈ.

(84) ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ, ÒÀÃÂÀÍ K ÃÀ H
ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÖËÄÁÉ ÓÖÓÔÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓÀÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÓÉÂËÖÅÉÓ

ÂÀÌÏ (ÉáÉËÄ (75)). ÀÌÉÔÏÌ (84)-ÉÓ ÖÐÉÒÏÁÏÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓ

ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (84)-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ(
−1

2
I +K + aH

)
g (x) = 0 (85)

ÂÀÀÜÍÉÀ ÌáÏËÏÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

ÅÈØÅÀÈ, g1 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ (85) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ. ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÀ

u1 (x) = W (g1) (x) + aV (g1) (x) , x ∈ R3\S, (86)

ÄÊÖÈÅÍÉÓ Z (Ω−) ÊËÀÓÓ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (79) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ Ω± ÀÒÄÛÉ,

ÀÌÀÓÈÀÍ (85)-ÉÓ ÞÀËÉÈ

{u1 (x)}− = 0, x ∈ S. (87)

ÀÌÉÔÏÌ, ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ

u1 (x) = 0, x ∈ Ω−.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ:

{u1 (x)}+ − {u1 (x)}− = g1, x ∈ S, (88){
∂u1 (x)

∂n (x)

}+

−
{
∂u1 (x)

∂n (x)

}−

= −ag1, x ∈ S, (89)

ÀÍÖ {
∂u1 (x)

∂n (x)

}+

+ a {u1 (x)}+ = 0, x ∈ S. (90)

ÀÌÒÉÂÀÃ, (86) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ u1 ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÒÏÁÉÍÉÓ ÛÉÂÀ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.
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ÃÀÅßÄÒÏÈ ÂÒÉÍÉÓ (18) ×ÏÒÌÖËÀ u ÃÀ v = u ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Ω+

ÀÒÄÛÉ. (90)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ∫
Ω+

[
− |∇u1 (x)|2 + ω2|u1 (x)|2

]
dx− a

∫
S

∣∣{u1 (x)}+∣∣2 dS = 0.

ÒÀÃÂÀÍ Im a = a2 ̸= 0, ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉÃÀÍ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÍÀßÉËÉÓ

ÍÖËÈÀÍ ÂÀÔÏËÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ

{u1 (x)}+ = 0, x ∈ S. (91)

ÌÀÛÉÍ (90) ÐÉÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ
{

∂u1(x)
∂n(x)

}+

= 0, x ∈ S, ÃÀ ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ (Éá. (28)) ÌÉÅÉÙÄÁÈ u1 (x) = 0, x ∈ Ω+. ÀÌÒÉÂÀÃ, u1 (x) = 0,

x ∈ Ω±, ÒÀÝ (88)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÉÞËÄÅÀ ÔÏËÏÁÀÓ g (x) = 0, x ∈ S.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ
(
−1

2
I +K + aH

)
ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

D ≡ −1

2
I +K + aH : C1,β (S) → C1,β (S) (92)

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ. ÀØÄÃÀÍ ÊÄÒÞÏÃ, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

D ≡ −1

2
I +K + aH : L2 (S) → L2 (S)

[
H

1/2
2 (S) → H

1/2
2 (S)

]
(93)

ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ.

ÀÌÉÔÏÌ (84) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

f ∈ C1,β (S) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ g ÄÊÖÈÅÍÉÓ C1,β (S) ÓÉÅÒÝÄÓ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÃÀÍ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 9. ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (75) ÃÀ (81) ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÃÉÒÉáËÄÓ (79)-(80)
ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ

(82) ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ g ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (84)

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ, ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÖÔÏËÏÁÄÁÉ:

∥u∥C1,β(Ω) ≤ C1 (Ω) ∥f∥C1,β(S), (94)

∥u∥L2(Ω) ≤ C2 (Ω) ∥f∥L2(S)
, (95)

∥u∥H1
2 (Ω) ≤ C3 (Ω) ∥f∥H1/2

2 (S)
, (96)

ÓÀÃÀÝ Ω ÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ω− ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, áÏËÏ C1 (Ω), C2 (Ω) ÃÀ C3 (Ω) ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ

ÌáÏËÏÃ Ω ÀÒÄÆÄ.

ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓ ÓÉÔÚÅÀ-ÓÉÔÚÅÉÈ ÂÀÌÄÏÒÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ

[8] ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÀÛÉ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ

ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÒÓÄÁÉÈÉ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÉÓ ÃÒÏÓ.
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ÛÄÃÄÂÉ 10. äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ u ∈ W 1
p,loc (Ω

−)

∩ Z (Ω−), p > 1, ÊËÀÓÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÖËÉÈ

u (x) = W
(
D−1g

)
(x) + aV

(
D−1g

)
(x) ,

ÓÀÃÀÝ a = a1 + ia2, a2 ̸= 0, g = {u}− ∈ B
1− 1

p
p,p (S), áÏËÏ D−1 ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

D = −1

2
I +K + aH : B

1− 1
p

p,p (S) → B
1− 1

p
p,p (S) (97)

ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ.

ÄÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ

ÛÒÏÌÀÛÉ [38].

3.2 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ
ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÀ:

A (∂, ω)u (x) = 0, x ∈ Ω−, u ∈ C1,β
(
Ω−
)
∩ Z

(
Ω−) , (98){

∂u (x)

∂n (x)

}−

= F (x) , x ∈ S, (99)

F ∈ C0,β (S) , 0 < β < α ≤ 1. (100)

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÊÅËÀÅ ÅÄÞÄÁÏÈ (82) ÓÀáÉÈ

u (x) = W (h) (x) + aV (h) (x) , x ∈ Ω−, a = a1 + ia2, a2 ̸= 0. (101)

ÌÀÛÉÍ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ h ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓÈÅÉÓ (99) ÐÉÒÏÁÀ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÃÄÂ

ÓÉÍÂÖËÀÒÖË ÉÍÔÄÂÒÏ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ (ÀÍÖ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 4)

Lh (x) + a

(
1

2
I + K̃

)
h (x) = F (x) , x ∈ S, (102)

ÓÀÃÀÝ L ÃÀ K̃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (40) ÃÀ (41) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.

L ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÓÀáÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÀ

L : C1,β (S) → C0,β (S) , (103)

L : H
1/2
2 (S) → H

−1/2
2 (S) . (104)

L ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ

S(L; ξ) = 1

2
|ξ|, ξ ∈ R2 \ {0},
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ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ (104) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ (Éá. [5]). ÒÀÃÂÀÍ
(

1
2
I + K̃

)
ÀÒÉÓ (103) ÃÀ (104)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀ, ÀÌÉÔÏÌ

N ≡ L+ a

(
1

2
I + K̃

)
: C1,β (S) → C0,β (S) , (105)

: H
1/2
2 (S) → H

−1/2
2 (S) (106)

ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ. ÌÀÈÉ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ h0 ∈ H
1/2
2 (S) ÀÒÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

Lh0 + a

(
1

2
I + K̃

)
h0 = 0 S-ÆÄ. (107)

ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌÀÛÉÍ h0 ∈ C0,β (S). ÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ

ÀÂÒÄÈÅÄ (54) ÏÐÄÒÀÔÏÒÖËÉ ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ.

ÀÅÀÂÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

u0 (x) = W (h0) (x) + aV (h0) (x) , x ∈ R3\S. (108)

(107) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ u0 ÉØÍÄÁÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ

ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

u0 = 0, x ∈ Ω−.

ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÈÖ (108) ×ÖÍØÝÉÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω− ÀÒÄÛÉ,

ÌÀÛÉÍ h0 (x) = 0, x ∈ S, ÒÀÝ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ, ÒÏÌ (104) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ ÉÂÉ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ (103) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (102)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11. ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (75) ÃÀ (100) ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÍÄÉÌÀÍÉÓ (98)-(99)
ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (101)

ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ h ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (102) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÖÔÏËÏÁÄÁÉ

∥u∥C1,β(Ω) ≤ C4 (Ω) ∥f∥C0,β(S), (109)

∥u∥L2(Ω) ≤ C5 (Ω) ∥f∥L2(S)
, (110)

∥u∥H1
2 (Ω) ≤ C6 (Ω) ∥f∥H−1/2

2 (S)
, (111)

ÓÀÃÀÝ Ω ÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ω− ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ

ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÓ, áÏËÏ C4 (Ω) , C5 (Ω) ÃÀ C6 (Ω) ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ

ÌáÏËÏÃ Ω ÀÒÄÆÄ.
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3.3 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÒÄÖËÉ
ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ:

A (∂, ω)u (x) = 0, x ∈ Ω−, u ∈ W 1
2,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) , (112)

{u (x)}− = f1 (x) , x ∈ SD, (113){
∂u (x)

∂n (x)

}−

= F1 (x) , x ∈ SN , (114)

f1 ∈ H
1/2
2 (SD) , F1 ∈ H−1/2 (SN) . (115)

ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S, SD, SN ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉ ÃÀ ℓm ßÉÒÉ

C∞ ÓÉÂËÖÅÉÓÀÀ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ f1 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ SD-ÃÀÍ ÌÈÄË

S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ f-ÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÉÍÀÒÜÖÍÄÁÓ ÓÉÂËÖÅÄÓ:

rSD
f = f1 SD-ÆÄ, (116)

f ∈ H
1/2
2 (S) . (117)

ÅÄÞÉÏÈ (112)-(115) ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

u (x) = W
(
D−1 (f + g̃)

)
(x) + aV

(
D−1 (f + g̃)

)
(x) , x ∈ Ω−, (118)

ÓÀÃÀÝ D−1 ÀÒÉÓ (93) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ, a = a1 + ia2 , a2 ̸= 0,

áÏËÏ g̃ ∈ H̃
1/2
2 (SN) ÀÒÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ {u}− = f + g̃ S-ÆÄ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ (113) ÐÉÒÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ

ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ, ÉÓÄÅÄ ÒÏÂÏÒÝ (112) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ.

(114) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÛÄÌÃÄÂ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ [
L+ a

(
1

2
I + K̃

)]
D−1 (f + g̃) = F1 SN-ÆÄ (119)

ÀÍÖ

rSN
ND−1g̃ = F SN-ÆÄ, (120)

ÓÀÃÀÝ

N = L+ a

(
1

2
I + K̃

)
,

F = F1 − rSN
ND−1f ∈ H

−1/2
2 (SN) . (121)

D ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

D−1 = −2I + TD, (122)
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ÓÀÃÀÝ
TD : H1/2 (S) → H1/2 (S) ,

: L2 (S) → L2 (S)
(123)

ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ.

ÀÌÉÔÏÌ, ND−1 ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

ÌÈÀÅÀÒÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÍÀßÉËÉ ÉØÍÄÁÀ −2L ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ S (−2L; ξ) ÓÉÌÁÏËÏ ÀÒÉÓ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ:

S (−2L; ξ) = − |ξ| , ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2\ {0} . (124)

(120) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÓÀÓßÀÅËÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÀÒÀÛÄÊÒÖË (ÂÀáÓÍÉË),

ÂËÖÅ ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ

ÈÄÏÒÉÀ (Éá. ÃÀÌÀÔÄÁÀ A).

ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÈÄÏÒÄÌÀ A.1-Ó ÞËÉÄÒÀÃ ÄËÉ×ÓÖÒÉ −ND−1

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ ÃÀÃÄÁÉÈÉ

ÃÀ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅÀÓÊÅÍÀÈ, ÒÏÌ

rSN
ND−1 : H̃s

p (SN) → Hs−1
p (SN) (125)

: B̃s
p,q (SN) → Bs−1

p,q (SN) (126)

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ,

ÈÖ
1

p
− 1

2
< s <

1

p
+

1

2
. (127)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ (124) ÃÀ (126) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ∀q ≥ 1-ÈÅÉÓ

ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄÀ s ÃÀ p ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÉÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (127) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (125) ÃÀ (126) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (127) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ. ÀÌÉÓÀÈÅÉÓ

ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ q = 2, p = 2, ÃÀ s = 1/2 ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ (127) ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ. ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ H
1/2
2 = B

1/2
2,2 , ÃÀ ÃÀÅÖÛÅÀÈ,

ÒÏÌ g̃0 ∈ H̃
1/2

2 (SN) ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

rSN
ND−1g̃0 = 0 SN-ÆÄ. (128)

ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

u0 (x) = W
(
D−1g̃0

)
(x) + aV

(
D−1g̃0

)
(x) , x ∈ R3\S. (129)

(128) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ u0 (x) ÀÒÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÒÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÃÀ

47



ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÉÂÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω− ÀÒÄÛÉ.

ßÉÍÀ ÐÖÍØÔÛÉ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ {u0}− = D−1g̃0 = 0 S-ÆÄ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ: g̃0 = 0

S-ÆÄ, ÀÍÖ (125) ÃÀ (126) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ,

ÈÖ s ÃÀ p ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (127) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

(120) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ

ÌáÀÒÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÀÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÉßÅÄÅÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12. ÂÀÒÄ ÛÄÒÄÖË (112)-(115) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ u ∈ W 1
2,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−), ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (118)

×ÏÒÌÖËÉÈ, ÓÀÃÀÝ f ÀÒÉÓ f1 -ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ

ÓÉÂËÖÅÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÍÀÒÜÖÍÄÁÉÈ SD-ÃÀÍ S-ÆÄ, áÏËÏ g̃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (120) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ßÉÍÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13. ÅÈØÅÀÈ, (112)-(115) ÃÀÓÌÀÛÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ

f1 ∈ B
1− 1

p
p,p (SD) , F1 ∈ B

− 1
p

p,p (SN) ,
4

3
< p < 4. (130)

ÌÀÛÉÍ ÛÄÒÄÖË ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

u ∈ W 1
p,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−), ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (118) ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ

f ∈ B
1− 1

p
p,p (S) ÀÒÉÓ f1-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ, ÓÉÂËÖÅÉÓ

ÊËÀÓÉÓ ÛÄÍÀÒÜÖÍÄÁÉÈ, SD-ÃÀÍ S-ÆÄ, áÏËÏ g̃ ∈ B̃
1− 1

p
p,p (SN) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

(120) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ, ÓÀÃÀÝ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ F

ÌÏÉÝÄÌÀ (121) ÔÏËÏÁÉÈ ÃÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ B
− 1

p
p,p (SN) ÓÉÅÒÝÄÓ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ,

ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

∥u∥W 1
p (Ω

−∩B(R)) ≤ C (R)

[
∥f1∥

B
1− 1

p
p,p (SD)

+ ∥F1∥
B

1− 1
p

p,p (SN )

]
,

ÓÀÃÀÝ R ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ Ω+ ⊂ B (R), Ω0 ⊂ B (R),

B(R) ÀÒÉÓ R ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ ÝÄÍÔÒÉÈ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀÈÀÅÄÛÉ, áÏËÏ

C (R) ÀÒÉÓ R-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÐÉÒÅÄË ÒÉÂÛÉ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (120) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ, ÈÖ s = 1 − 1
p
ÃÀ 4

3
< p < 4, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ (127)

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÒÄÖË

(112)-(115) ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÀÓ (130) ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

W 1
p,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−) ÊËÀÓÛÉ. ÌÉÓÉ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ p = 2-ÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ ÃÀ ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÃÀÍ, ÖÊÅÄ

ÍÀÜÅÄÍÄÁÉ ÂÅÀØÅÓ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ p ̸= 2 ÃÀ p ∈
(
4
3
; 4
)
.
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ÅÈØÅÀÈ u0 ∈ W 1
p,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−) ÀÒÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÂÀÒÄ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÌÀÛÉÍ, ÝáÀÃÉÀ,

g̃ := {u0}− ∈ B̃
1− 1

p
p,p (SN) , h̃ :=

{
∂u0
∂n

}−

∈ B̃
− 1

p
p,p (SD) , (131)

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ.

ÃÀÅßÄÒÏÈ u0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ (Éá. (29))

u0 (x) = V
(
h̃
)
(x)−W (g̃) (x) , x ∈ Ω−. (132)

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ:

g̃ = Hh̃−
(
−1

2
g̃ +Kg̃

)
S-ÆÄ,

h̃ =
1

2
h̃+ K̃h̃− Lg̃ S-ÆÄ,

ÀÍÖ (
1

2
I +K

)
g̃ = Hh̃ S-ÆÄ, (133)

Lg̃ =
(
−1

2
I + K̃

)
h̃ S-ÆÄ. (134)

ÂÀÅÀÌÒÀÅËÏÈ (133) ÔÏËÏÁÀ a = a1 + ia2 (a2 ̸= 0) ÊÏÌÐËÄØÓÖÒ ÒÉÝáÅÆÄ ÃÀ

ÌÉÅÖÌÀÔÏÈ ÌÄÏÒÄ ÔÏËÏÁÀÓ:[
L+ a

(
1

2
I +K

)]
g̃ =

[
−1

2
I + K̃ + aH

]
h̃. (135)

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ.

L+ a

(
1

2
I +K

)
: Hs

p (S) → Hs−1
p (S) , (136)

: Bs
p,q (S) → Bs−1

p,q (S) , (137)

−1

2
I + K̃ + aH : Hs

p (S) → Hs
p (S) , (138)

: Bs
p,q (S) → Bs

p,q (S) , (139)

ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉÌ ×ÀØÔÉÃÀÍ, ÒÏÌ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ p = 2,

s = 1
2
, ÌÀÛÉÍ (136) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ (ÒÀÝ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ (137)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ, ÈÖ q = 2) ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÈÖ s = −1
2
ÃÀ

p = 2, ÌÀÛÉÍ (138) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ.

ÌÀÒÈËÀÝ,

−1

2
I + K̃ + aH : L2 (S) → L2 (S) , (140)

ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÀÃÂÀÍ K̃ ÃÀ H ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÓÖÓÔÉ

ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ. ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (140) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ
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ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ. ÅÈØÅÀÈ, h ∈ L2 (S) ÀÒÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ:(
−1

2
I + K̃

)
h+ aHh = 0. (141)

ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ h ∈ C0,α (S).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

v (x) = V (h) (x) , x ∈ R3\S. (142)

ÌÀÛÉÍ (141) ÂÀÌÏ v ÀÒÉÓ ÒÏÁÉÍÉÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ:

A (∂, ω) v (x) = 0 Ω+-ÛÉ,{
∂v (x)

∂n (x)

}+

+ a {v (x)}+ = 0 S-ÆÄ.

ÀÌÉÔÏÌ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÖÊÅÄ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, v (x) = 0, x ∈ Ω+ . ÀáËÀ, ÌÀÒÔÉÅÉ

×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ Ω− ÀÒÄÛÉ v

×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÉÓ

ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÀÌÉÔÏÌ,

ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, v (x) = 0, x ∈ Ω−. ÒÀÃÂÀÍ

v (x) = V (h) (x) = 0, x ∈ R3, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ h = 0 S-ÆÄ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

(140) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (138) ÃÀ (139) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÀ

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ (1 < p < ∞, s ∈ R,
1 ≤ q <∞).

ÆÖÓÔÀÃ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ (136) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÀ.

ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ (135) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

h̃ =

[
−1

2
I + K̃ + aH

]−1 [
L+ a

(
1

2
I +K

)]
g̃ S-ÆÄ. (143)

(131) ÜÀÒÈÅÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, h̃ = 0 SN-ÆÄ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

rSN

[
−1

2
I + K̃ + aH

]−1 [
L+ a

(
1

2
I +K

)]
g̃ = 0 SN-ÆÄ. (144)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ
[
−1

2
I + K̃ + aH

]−1 [
L+ a

(
1
2
I +K

)]
ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ

ÍÀßÉËÉÀ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ −2L,
ÒÏÌËÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ (Éá. (124)). ÀÌÉÔÏÌ

rSN

[
−1

2
I + K̃ + aH

]−1 [
L+ a

(
1

2
I +K

)]
: H̃s

p (SN) → Hs−1
p (SN) , (145)

: B̃s
p,q (SN) → Bs

p,q (SN) , (146)
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ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ, ÈÖ

ÓÒÖËÃÄÁÀ (127) ÐÉÒÏÁÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ

ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄÀ s ÃÀ p ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (127) ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ s = 1 − 1/p ÃÀ 4
3
< p < 4, ÌÀÛÉÍ (127) ÖÔÏËÏÁÄÁÉ

ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (145) ÃÀ (146) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ÒÏÝÀ s = 1
2
, p = 2, q = 2; ÃÀ

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ, ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ ÄÌÈáÅÄÅÀ

ÄÒÈÌÀÍÄÈÓ, ÀÌ ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

ÂÀÀÜÍÉÀÈ.

ÅÈØÅÀÈ, g̃0 ∈ H̃
1/2
2 (SN) ≡ B̃

1/2
2,2 (SN) ÀÒÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

rSN

[
−1

2
I + K̃ + aH

]−1 [
L+ a

(
1

2
I +K

)]
g̃0 = 0 SN-ÆÄ. (147)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÖËÉ ÔÏËÏÁÀ:[
L+a

(
1

2
I+K

)][
−1

2
I+K+aH

]
=

[
−1

2
I+K̃+aH

] [
L+a

(
1

2
I+K̃

)]
, (148)

ÒÏÌÄËÉÝ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ (54) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÌÀÒÈËÀÝ,[
L+ a

(
1

2
I +K

)][
−1

2
I +K + aH

]
=

= −1

2
L+ LK + aLH + A

(
−1

4
I +K2

)
+ a2

(
1

2
I +K

)
H =

= −1

2
L+ K̃L+ a

(
−1

4
I + K̃2

)
+ aHL+ a2H

(
1

2
I + K̃

)
=

=

[
−1

2
I + K̃ + aH

] [
L+ a

(
1

2
I + K̃

)]
.

(148) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÊÉ (138) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÖËÉ ÔÏËÏÁÀ:[
−1

2
I+K̃+aH

]−1[
L+a

(
1

2
I+K

)]
=

[
L+a

(
1

2
I+K̃

)][
−1

2
I+K+aH

]−1

. (149)

ÀÌÉÔÏÌ, (147) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ g̃0 ÉØÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉÝ

rSN

[
L+ a

(
1

2
I + K̃

)][
−1

2
I +K + aH

]−1

g̃0 = 0 SN-ÆÄ. (150)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ

u0 (x) = W

([
−1

2
I +K + aH

]−1

g̃0

)
+ aV

([
−1

2
I +K + aH

]−1

g̃0

)
(x) , (151)

x ∈ Ω−.
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ÝáÀÃÉÀ, u0 (x) ∈ W 1
2,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−).

(151) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ{
∂u0
∂n

}−

=

[
L+ a

(
1

2
I + K̃

)][
−1

2
I +K + aH

]−1

g̃0 S-ÆÄ, (152)

{u0}− = g̃0 S-ÆÄ. (153)

ÀÌÉÔÏÌ (150) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀ g̃0 ∈ H̃s
p (SN) ÜÀÒÈÅÉÓ ÂÀÌÏ{

∂u0
∂n

}−

= 0 SN-ÆÄ,

{u0}− = 0 SD-ÆÄ,

Ä.É. u0 ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ W 1
2,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−)

ÊËÀÓÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ u0 (x) = 0,

x ∈ Ω−, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ (Éá. (151) ÃÀ (152)), ÒÏÌ g0 = 0 S-ÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ

(145) ÃÀ (146) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ s = 1
2
, p = 2, q = 2,

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÉÓÉÍÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. ÌÀÛÉÍ (145) ÃÀ (146) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ, ÈÖ s = 1 − 1
p
ÃÀ 4

3
< p < 4, ÒÀÃÂÀÍ ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ (127)

ÖÔÏËÏÁÀ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ (144) ÃÀ (131) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

g̃ = {u0}− = 0, ÒÀÝ (143)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÉßÅÄÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ h̃ =
{

∂u0

∂n

}−
= 0. ÌÀÛÉÍ

(132) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÓÀÁÏËÏÏÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ u0 (x) = 0, x ∈ Ω−. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÓÉÂËÖÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14. ÅÈØÅÀÈ, ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ (130) ÜÀÒÈÅÄÁÉ,

4

3
< p < 4, 1 < t <∞, 1 ≤ q ≤ ∞,

1

t
− 1

2
< s <

1

t
+

1

2
, (154)

ÃÀ u ∈ W 1
2,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−) ÀÒÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉÀ (118) ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ g̃

ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (120) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ.

ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÓ:

(i) ÈÖ

f1 ∈ Bs
t,t (SD) , F1 ∈ Bs−1

t,t (SN) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ H
s+ 1

t
t,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) ;

(ii) ÈÖ

f1 ∈ Bs
t,q (SD) , F1 ∈ Bs−1

t,q (SN) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ B
s+ 1

t
t,q,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) ;

52



(iii) ÈÖ β ÀÒÀÀ ÌÈÄËÉ ÃÀ

f1 ∈ C0,β (SD) , F1 ∈ Bβ−1
∞,∞ (SN) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈
[ ∩
γ<ν

C0,γ
(
Ω−) ] ∩ Z (Ω−) , ν = min

{
β,

1

2

}
.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÓÉÔÚÅÀÓÉÔÚÅÉÈ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4.14-ÉÓ

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ [46] ÛÒÏÌÀÛÉ (ÉáÉËÄ ÀÓÄÅÄ ÈÄÏÒÄÌÀ 5.22 ÍÀÛÒÏÌÛÉ [8]).

3.4 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ
ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÓÀÉËÖÓÔÒÀÝÉÏÃ ãÄÒ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ Ω−
Σ

ÀÒÉÓ S ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀ:

A (∂, ω)u (x) = 0, x ∈ Ω−
Σ, u ∈ W 1

p,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−) , (155)

{u}− = f S-ÆÄ, (156)

{u}+ = f+ Σ-ÆÄ, (157)

{u}− = f− Σ-ÆÄ, (158)

ÓÀÃÀÝ

f ∈ B
1− 1

p
p,p (S) , f (±) ∈ B

1− 1
p

p,p (Σ) , (159)

ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÈÀÅÓÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ

f (+) − f (−) ∈ B̃
1− 1

p
p,p (Σ) . (160)

ÅÄÞÄÁÏÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

u (x) = WS

(
D−1g

)
(x)+ aVS

(
D−1g

)
(x)+VΣ (φ) (x)+WΣ (ψ) (x) , x ∈ Ω−

Σ, (161)

ÓÀÃÀÝ D−1 ÀÒÉÓ (97) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ, a = a1+ ia2, a2 ̸= 0, áÏËÏ

g ∈ B
1− 1

p
p,p (S), φ ∈ B̃

− 1
p

p,p (Σ), ψ ∈ B̃
1− 1

p
p,p (Σ) ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉÀ.

ÝáÀÃÉÀ, (157)-(158) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ:

{u}+ − {u}− = f (+) − f (−) Σ-ÆÄ, (162)

{u}+ + {u}− = f (+) + f (−) Σ-ÆÄ. (163)

ÀÌÉÔÏÌ (161) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ ÃÀ (156), (162), (163) ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ

g, φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÓÉÓÔÄÌÀÓ

g + rS [VΣ (φ) +WΣ (ψ)] = f S-ÆÄ, (164)

ψ = f (+) − f (−) Σ-ÆÄ, (165)

rΣ
[
WS

(
D−1g

)
+ a VS

(
D−1g

)]
+ rΣHΣφ+ rΣKΣψ =

1

2

[
f (+) + f (−)

]
Σ-ÆÄ,

(166)
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ÀÍÖ

g + rS [VΣ (φ)] = f1 S-ÆÄ, (167)

rΣ
[
WS

(
D−1g

)
+ aVS

(
D−1g

)]
+ rΣ HΣφ = f2 Σ-ÆÄ, (168)

ψ = f3 Σ-ÆÄ, (169)

ÓÀÃÀÝ

f1 = f − rSWΣ

(
f (+) − f (−)

)
∈ B

1− 1
p

p,p (S) ,

f2 =
1

2

[
f (+) + f (−)

]
f − rΣKΣ

(
f (+) − f (−)

)
∈ B

1− 1
p

p,p (Σ) ,

f3 = f (+) − f (−) ∈ B̃
1− 1

p
p,p (Σ) .

(170)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ, áÏËÏ g ÃÀ φ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÉÉÙÄÁÀ (167)-(168) ÓÉÓÔÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÓÄ

ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ

g + T1φ = f1 S-ÆÄ, (171)

T2g + r
Σ
H

Σ
φ = f2 Σ-ÆÄ, (172)

ÓÀÃÀÝ

T1φ = r
S
[V

Σ
(φ)] , T2g = r

Σ

[
WS

(
D−1g

)
+ a VS

(
D−1g

)]
. (173)

ÝáÀÃÉÀ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ

T1 : B̃
− 1

p
p,p (Σ) → B

1− 1
p

p,p (S) ,

T2 : B
1− 1

p
p,p (S) → B

1− 1
p

p,p (Σ) .
(174)

×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, T1 ÃÀ T2 ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÉÂÉÓ ÂÀÌÀÂËÖÅÄÁÄËÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ S ∩ Σ = ∅ .
ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ (171)-(172) ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ×ÏÒÌÉÈ:

MX = Y, (175)

ÓÀÃÀÝ X = (g, φ)T , Y = (f1, f2)
T ,

MX =

[
I T1
T2 rΣHΣ

]
. (176)

M ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÓÀáÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

M : Hs
p (S)× H̃s−1

p (Σ) → Hs
p (S)×Hs

p (Σ) , (177)

: Bs
p,q (S)× B̃s−1

p,q (S) → Bs
p,q (S)×Bs

p,q (Σ) , (178)

1 < p <∞, s ∈ R, ≤ q ≤ ∞.
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ÈÄÏÒÄÌÀ A.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (ÉáÉËÄ ÃÀÌÀÔÄÁÀ A) ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ,

ÒÏÌ
r
Σ
H

Σ
: H̃s−1

p (Σ) → Hs
p (Σ) ,

: B̃s−1
p,q (Σ) → Bs

p,q (Σ)
(179)

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ, ÈÖ

1

p
− 1

2
< s <

1

p
+

1

2
, 1 < p <∞. (180)

ÌÀÒÈËÀÝ, H
Σ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ

S (H
Σ
; x,ξ) = − 1

2|ξ| ÃÀ ÉÂÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ ∀x ∈ Σ ÃÀ ξ ∈ R2,

|ξ| = 1.

ÀÌÉÔÏÌ (179) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ×ÒÄÃäÏËÌÖÒÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ, ÈÖ

ÓÒÖËÃÄÁÀ (180) ÐÉÒÏÁÄÁÉ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ s = 1
2
, p = q = 2. ÅÈØÅÀÈ, φ0 ∈ H̃

−1/2
2 (Σ) ≡ B̃

−1/2
2,2 (Σ) ÀÒÉÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ:

r
Σ
H

Σ
φ0 = 0 Σ-ÆÄ (181)

ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

u0 (x) = VΣ (φ0) (x) , x ∈ R3\Σ. (182)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ u0 ∈ H1
loc

(
R3\Σ

)
∩ Z

(
R3\Σ

)
ÃÀ u0 ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÄÊÒÀÍÉÓ

ÔÉÐÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÐÉÒÏÁÄÁÓ Σ ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, (181) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ:

A (∂, ω)u0 (x) = 0, x ∈ R3\Σ, (183)

{u0 (x)}+Σ = 0 Σ-ÆÄ, (184)

{u0 (x)}−Σ = 0 Σ-ÆÄ. (185)

ÃÀÅßÄÒÏÈ ÂÒÉÍÉÓ (18) ×ÏÒÌÖËÀ u0 ÃÀ u0 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ Ω0 ÃÀ

B (R) \Ω0 ÀÒÄÄÁÛÉ (ÀØ R ÓÀÊÌÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

Ω0 ⊂ B (R), ÓÀÃÀÝ B (R) ÀÒÉÓ R ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ, ÝÄÍÔÒÉÈ

ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀÈÀÅÄÛÉ):∫
B(R)\Ω0

(
−|∇u0|2 + ω|u0|2

)
dx+

∫
S(R)

∂u0
∂n

u0 dS (R) +

∫
∂Ω0

∂u0
∂n

u0 dS = 0,

∫
Ω0

(
−|∇u0|2 + ω|u0|2

)
dx+

∫
∂Ω0

∂u0
∂n

u0 dS = 0.

ÀÌ ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÊÒÄÁÉÈ ÃÀ (184)-(185) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓÀ ÃÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ ÉÌÉÓ

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ R3\Σ ÀÒÄÛÉ u0 ÍÀÌÃÅÉËÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ

×ÖÍØÝÉÀÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ∫
B(R)\Ω0

(
−|∇u0|2 + ω|u0|2

)
dx+

∫
S(R)

∂u0
∂n

u0dS (R) = 0.
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ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

Im

∫
S(R)

∂u0
∂n

u0 dS (R) = Im

∫
S(R)

∂u0
∂R

u0 dS (R) = 0. (186)

ÒÀÃÂÀÍ u0 ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ

ÃÉÃÉ R-ÈÅÉÓ

∂u0 (x)

∂R
= iωu0 (x) +O

(
R−2

)
, x ∈ S (R) .

ÀÌÉÔÏÌ (186)-ÃÀÍ, u0-ÉÓ ØÒÏÁÉÓ ÒÉÂÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
(
u0(x) = O(R−1)

)
,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ

lim
R→∞

∫
S(R)

|u0|2dS (R) = 0

ÃÀ ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

u0 (x) = 0, x ∈ R3\Σ.

(182) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÊÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ{
∂u0
∂n

}+

Σ

−
{
∂u0
∂n

}−

Σ

= −φ0 = 0 Σ-ÆÄ.

ÄÓ ÊÉ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ, ÒÏÌ (179) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ s = 1
2
,

p = q = 2. ÀÌÉÔÏÌ ÄÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ ÈÖ s ÃÀ p ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ

(180) ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (177) ÃÀ (178) ÀÓÀáÅÉÈ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ M ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÖÒÉ ÃÀ ÌÀÈÉ ÉÍÃÄØÓÉ

ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (180) ÖÔÏËÏÁÀ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ. ÊÅËÀÅ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ s = 1
2
, p = q = 2, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (180) ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÅÈØÅÀÈ, X0 = (g0, φ0) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ MX0 = 0 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ,

Ä. É. g0 ÃÀ φ0 ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉÀ (167) ÃÀ (168) ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓÀ:

g0 + rS [VΣ (φ0)] = 0 S-ÆÄ, (187)

rΣ
[
WS

(
D−1g0

)
+ aVS

(
D−1g0

)]
+ rΣHΣφ0 = 0 Σ-ÆÄ, (188)

g0 ∈ H
1/2
2 (S) , φ0 ∈ H̃

−1/2
2 (Σ) .

ÀÅÀÂÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

v0 (x) = WS

(
D−1g0

)
(x) + aVS

(
D−1g0

)
(x)+

+VΣ (φ0) (x) , x ∈ R3\
(
S ∪ Σ

)
. (189)
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ÝáÀÃÉÀ, v0 ∈ W 1
2,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
ÃÀ (187) ÃÀ (188) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ

ÀÒÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (155)-(158) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÀÌÉÔÏÌ

ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

v0 (x) = 0, x ∈ Ω−
Σ.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

φ0 =

{
∂v0
∂n

}+

Σ

−
{
∂v0
∂n

}−

Σ

= 0,

ÃÀ (187)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ g0 = 0 S-ÆÄ. ÄÓ ÊÉ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ, ÒÏÌ ÀÌ ÊÏÍÊÒÄÔÖË

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ M ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ (177) ÃÀ (178)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÂÖËÄÁÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (180) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÃÀ

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÉÓÉÍÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ:

ÈÄÏÒÄÌÀ 15. ÅÈØÅÀÈ, ÓÒÖËÃÄÁÀ (159)-(160) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÃÀ 4
3
< p < 4. ÌÀÛÉÍ

ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ (155)-(158) ÀÌÏÝÀÍÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÃÀ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (161) ÔÏËÏÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ g, φ ÃÀ ψ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ

ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (167)-(169) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ

ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:

∥u∥W 1
p (Ω

−
Σ∩B(R)) ≤ C(R)

[
∥f∥

B
1− 1

p
p,p (S)

+ ∥f (+) + f (−)∥
B

1− 1
p

p,p (Σ)
+

+ ∥f (+) − f (−)∥
B

1− 1
p

p,p (Σ)

]
,

ÓÀÃÀÝ R ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ Ω+ ⊂ B (R), Ω0 ⊂ B (R),

áÏËÏ C (R) ÀÒÉÓ R-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ.

ØÅÄÌÏÈ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÌÀÅÄ ÔÉÐÉÓ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÛÄÒÄÖËÉ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÃÒÏÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16. ÅÈØÅÀÈ, ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ (159)-(160) ÜÀÒÈÅÄÁÉ ÃÀ

4

3
< p < 4, 1 < t <∞, 1 ≤ q ≤ ∞,

1

t
− 1

2
< s <

1

t
+

1

2

ÃÀ u ∈ W 1
p,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
ÀÒÉÓ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ (155)-(158) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (161)

ÔÏËÏÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ g, φ ÃÀ ψ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (167)-(169) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ.

ÌÀÛÉÍ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÓ:
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(i) ÈÖ

f ∈ Bs
t,t (S) , f (±) ∈ Bs

t,t (Σ) , f (+) − f (−) ∈ B̃s
t,t (Σ) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ H
s+ 1

t
t,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
;

(ii) ÈÖ

f ∈ Bs
t,q (S) , f (±) ∈ Bs

t,q (Σ) , f (+) − f (−) ∈ B̃s
t,q (Σ) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ B
s+ 1

t
t,q,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
;

(iii) ÈÖ β > 0 ÀÒÀÀ ÌÈÄËÉ,

f ∈ C0,β (S) , f (±) ∈ C0,β (Σ) , r∂Σ
(
f (+) − f (−)

)
= 0,

ÌÀÛÉÍ

u ∈
[ ∩
γ<ν

C0,γ
(
Ω
) ]

∩ Z
(
Ω−

Σ

)
, ν = min

{
β,

1

2

}
;

ÀØ Ω ÀÒÉÓ ÀÍ Ω0 ÀÍ Ω−\Ω0. ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ Σ ⊂ ∂Ω0.

ÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ, ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÀÌÁÏÁÓ, ÒÏÌ ÁÆÀÒÉÓ ÊÉÃÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ u

×ÖÍØÝÉÀ äÄËÃÄÒÉÓ ÀÆÒÉÈ ÖßÚÅÄÔÉÀ ν − ε ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ, ÓÀÃÀÝ ε

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ.

3.5 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ
ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ Ω−
Σ ÀÒÉÓ S ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ

ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÊÅËÀÅ ÃÉÒÉáËÄÓ ÐÉÒÏÁÀ:

A (∂, ω)u (x) = 0, x ∈ Ω−
Σ, u ∈ W 1

p,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−) , (190)

{u}− = f S-ÆÄ, (191){
∂u

∂n

}+

= F+ Σ-ÆÄ, (192){
∂u

∂n

}−

= F− Σ-ÆÄ, (193)

ÓÀÃÀÝ

f ∈ B
1− 1

p
p,p (S) , F (±) ∈ B

− 1
p

p,p (Σ) , (194)

ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÈÀÅÓÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀ

F (+) − F (−) ∈ B̃
− 1

p
p,p (Σ) . (195)
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ÅÄÞÄÁÏÈ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÀ ÊÅËÀÅ ÆÄÃÀÐÉÒÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ

ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÓ ÓÀáÉÈ

u (x)=WS

(
D−1g

)
(x) + aVS

(
D−1g

)
(x) + VΣ (φ) (x) +WΣ (ψ) (x) , x∈Ω−

Σ, (196)

ÓÀÃÀÝ a = a1+ ia2, a2 ̸= 0, D−1 ÊÅËÀÅ ÀÒÉÓ (97) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ,

áÏËÏ

g ∈ B
1− 1

p
p,p (S) , φ ∈ B̃

− 1
p

p,p (Σ) , ψ ∈ B̃
1− 1

p
p,p (Σ) , (197)

ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉÀ.

(192)-(193) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ{
∂u

∂n

}+

−
{
∂u

∂n

}−

= F (+) − F (−) Σ-ÆÄ, (198){
∂u

∂n

}+

+

{
∂u

∂n

}−

= F (+) + F (−) Σ-ÆÄ. (199)

(196) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÃÀ (191), (198), (199) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÌÃÄÂ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ:

g + rS [VΣ (φ) +WΣ (ψ)] = f S-ÆÄ, (200)

φ = F (−) − F (+) Σ-ÆÄ, (201)

rΣ

[
∂

∂n

(
WS

(
D−1g

)
+ aVS

(
D−1g

))]
+ K̃Σφ+ LΣψ =

=
1

2

[
F (+) + F (−)

]
Σ-ÆÄ, (202)

ÀÍÖ

g + rS [WΣ (ψ)] = F1 S-ÆÄ, (203)

rΣ

[
∂

∂n

(
WS

(
D−1g

)
+ aVS

(
D−1g

))]
+ rΣLΣψ = F2 Σ-ÆÄ, (204)

φ = F3 Σ-ÆÄ, (205)

ÓÀÃÀÝ

F1 = f − rSVΣ
(
F (−) − F (+)

)
∈ B

− 1
p

p,p (S) ,

F2 =
1

2

[
F (+) + F (−)

]
− rΣK̃Σ

(
F (−) − F (+)

)
∈ B

1− 1
p

p,p (Σ) ,

F3 = F (−) − F (+) ∈ B̃
− 1

p
p,p (Σ) .

(206)

ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, φ  ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ, áÏËÏ g

ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÓÉÓÔÄÌÀÓ

g + T̃1ψ = F1 S-ÆÄ, (207)

T̃2g + rΣLΣψ = f2 Σ-ÆÄ, (208)
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ÓÀÃÀÝ

T̃1ψ = rS [WΣ (ψ)] , T̃2g = rΣ

[
∂

∂n

(
WS

(
D−1g

)
+ aVS

(
D−1g

))]
. (209)

ÝáÀÃÉÀ,

T̃1 : B̃
− 1

p
p,p (Σ) → B

1− 1
p

p,p (S) ,

T̃2 : B
1− 1

p
p,p (S) → B

− 1
p

p,p (Σ)

ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ S ∩ Σ = ∅. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, T̃1 ÃÀ T̃2

ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÉÂÉÓ ÂÀÌÀÂËÖÅÄÁÄËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ.

ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ, ÀØÀÝ (207)-(208) ÓÉÓÔÄÌÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ

ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ×ÏÒÌÉÈ:

M̃X̃ = Ỹ , (210)

ÓÀÃÀÝ X̃ = (g, ψ)T , Ỹ = (F1, F2),

M̃ :=

[
I T̃1
T̃2 rΣLΣ

]
. (211)

ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÓÀáÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ

M̃ : Hs
p (S)× H̃s

p (Σ) → Hs
p (S)×Hs−1

p (Σ) , (212)

: Bs
p,q (S)× B̃s

p,q (Σ) → Bs
p,q (S)×Bs−1

p,q (Σ) . (213)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ LΣ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ

S (LΣ; x, ξ) =
1
2
|ξ| > 0, ÒÏÝÀ ξ ∈ R2\ {0}.

ÊÅËÀÅ ÈÄÏÒÄÌÀ A.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (ÉáÉËÄ ÃÀÌÀÔÄÁÀ A) ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,

ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ

rΣLΣ : H̃s
p (Σ) → Hs−1

p (Σ) , (214)

: B̃s
p,q (Σ) → Bs−1

p,q (Σ) , (215)

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ, ÈÖ

1

p
− 1

2
< s <

1

p
+

1

2
, 1 < p <∞. (216)

ÆÖÓÔÀÃ ÉÌ ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ßÉÍÀ

ÐÖÍØÔÛÉ (ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÃÒÏÓ), ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ

(214)-(215) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ, ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (216) ÐÉÒÏÁÄÁÉ.

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (212) ÃÀ (213) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ×ÒÄÃäÏËÌÖÒÉÀ

ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ

ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÊÄÒÞÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ: q = 2, p = 2 ÃÀ s = 1/2.
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ÅÈØÅÀÈ, X̃0 = (g0, ψ0) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ M̃X̃0 = 0 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ,

Ä.É.

g0 + rS [WΣ (ψ0)] = 0 S-ÆÄ, (217)

rΣ

[
∂

∂n

(
WS

(
D−1g0

)
+ aVS

(
D−1g0

))]
+ rΣLΣψ0 = 0 Σ-ÆÄ, (218)

g0 ∈ H
1/2
2 (S) , ψ0 ∈ H̃

1/2
2 (Σ) .

ÀÅÀÂÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

u0 (x) = WS

(
D−1g0

)
(x) + aVS

(
D−1g0

)
(x)+

+WΣ (ψ0) (x) , x ∈ R3\
(
S ∪ Σ

)
. (219)

ÝáÀÃÉÀ, u0 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ
(
Ω−

Σ

)
ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ W 1

2,loc

(
Ω−

Σ

)
∩Z

(
Ω−

Σ

)
ÊËÀÓÓ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ (217) ÃÀ (218)

ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ u0 ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ (191), (192) ÃÀ (193)

ÔÏËÏÁÄÁÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÉÂÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ

Ω−
Σ ÀÒÄÛÉ. ÒÀÃÂÀÍ, {u0}+Σ − {u0}−Σ = ψ0 = 0 Σ-ÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ (217)-ÉÓ ÞÀËÉÈ

ÂÅÄØÍÄÁÀ g0 = 0, ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÌ ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (s = 1
2
, q = 2,

p = 2) (212) ÃÀ (213) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ.

ÌÀÛÉÍ, ÈÄÏÒÄÌÀ A.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÉÓÉÍÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ s, p ÃÀ

1 ≤ q ≤ ∞ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (216) ÖÔÏËÏÁÄÁÉ.

ÀÌ ÛÄÃÄÂÄÁÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ

ÒÄÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 17. ÅÈØÅÀÈ, ÓÒÖËÃÄÁÀ (194)-(195) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÃÀ 4
3
< p < 4. ÌÀÛÉÍ

ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ (190)-(193) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ u ∈
W 1

p,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
ÃÀ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (196) ×ÏÒÌÉÈ, ÓÀÃÀÝ

g, φ ÃÀ ψ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (203)-(205)

ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ

∥u∥W 1
p (Ω−

Σ∩B(R)) ≤ C (R)
[
∥f∥

B
1− 1

p
p,p (S)

+
∥∥F (+) + F (−)

∥∥
B

− 1
p

p,p (Σ)
+

+
∥∥F (+) − F (−)

∥∥
B

− 1
p

p,p (Σ)

]
,

ÓÀÃÀÝ R ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ Ω+ ⊂ B (R), Ω0 ⊂ B (R).

ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓÀÝ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ

ÓÉÂËÖÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 18. ÅÈØÅÀÈ, ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ (194)-(195) ÜÀÒÈÅÄÁÉ ÃÀ

4

3
< p < 4, 1 < t <∞, 1 ≤ q ≤ ∞,

1

t
− 1

2
< s <

1

t
+

1

2
,
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ÃÀ u ∈ W 1
p,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
ÀÒÉÓ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ (190)-(193) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (196) ÓÀáÉÈ,

ÓÀÃÀÝ ÓÀÃÀÝ g, φ ÃÀ ψ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ

(203)-(205) ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ.

ÌÀÛÉÍ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÄÁÓ:

(i) ÈÖ

f ∈ Bs
t,t (S) , F (±) ∈ Bs−1

t,t (Σ) , F (+) − F (−) ∈ B̃s−1
t,t (Σ) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ H
s+ 1

t
t,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
;

(ii) ÈÖ

f ∈ Bs
t,q (S) , F (±) ∈ Bs−1

t,q (Σ) , F (+) − F (−) ∈ B̃s−1
t,q (Σ) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈ B
s+ 1

t
t,q,loc

(
Ω−

Σ

)
∩ Z

(
Ω−

Σ

)
;

(iii) ÈÖ β > 0 ÃÀ ÀÒ ÀÒÉÓ ÌÈÄËÉ,

f ∈ C0,β (S) , F (±) ∈ Bβ−1
∞,∞ (Σ) , F (+) − F (−) ∈ B̃β−1

∞,∞ (Σ) ,

ÌÀÛÉÍ

u ∈
[ ∩
γ<ν

C0,γ
(
Ω
) ]

∩ Z
(
Ω−

Σ

)
, ν = min

{
1

2
, β

}
.

ÀØ Ω ÀÒÉÓ ÀÍ Ω0 ÀÍ Ω−\Ω0 .

4 ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

4.1 ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀ

ÅÈØÅÀÈ, ÌÈÄËÉ R3 ÓÉÅÒÝÄ ÒÀÉÌÄ ÂËÖÅÉ S ∈ C2,α, 0 < α ≤ 1 , ÆÄÃÀÐÉÒÉÈ

ÂÀÚÏ×ÉËÉÀ ÛÉÂÀ Ω+ = Ω1 ÃÀ ÂÀÒÄ Ω− = Ω2 ÀÒÄÄÁÀÃ. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ

Ω1 ÃÀ Ω2 ÀÒÄÄÁÉ ÛÄÅÓÄÁÖËÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ρ1 ÃÀ ρ2 ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ

ÌØÏÍÄ ÌÀÓÀËÉÈ.

ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀ: ÅÉÐÏÅÏÈ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ u1 ∈ C2 (Ω1) ∩ C1
(
Ω1

)
ÃÀ u2 ∈ C2 (Ω2) ∩ C1

(
Ω2

)
∩ Z (Ω2)

×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÀÒÄÄÁÛÉ(
∆+ ρ1ω

2
)
u1 = 0 Ω1-ÆÄ, (220)(

∆+ ρ2ω
2
)
u2 = 0 Ω2-ÆÄ, (221)
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ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ:

{u1 (x)}+ − {u2 (x)}− = f (x) , x ∈ S, (222){
∂u1 (x)

∂n (x)

}+

−
{
∂u2 (x)

∂n (x)

}−

= F (x) , x ∈ S, (223)

ÓÀÃÀÝ

f ∈ C1,β (S) , F ∈ C0,β (S) , 0 < β < α ≤ 1. (224)

ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ

ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ

ÂÀÀÜÍÉÀ ÌáÏËÏÃ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ.

ÛÄÅÉÓßÀÅËÏÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ. ÅÄÞÄÁÏÈ (220)-(223)

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

u1 (x) = V1 (g1) (x) , x ∈ Ω1, (225)

u2 (x) = W2 (g2) (x) + aV2 (g2) (x) , x ∈ Ω2, (226)

ÓÀÃÀÝ Vj ÃÀ Wj ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ (∆ + ρj ω
2) äÄËÌäÏËÝÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ Γ
(
x,
√
ρjω
)
×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÀÂÄÁÖË

ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÓ, áÏËÏ g1 ÃÀ g2 ÓÀÞÉÄÁÄËÉ

ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉÀ. a ÀÒÉÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ ÍÖËÉÓÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ

ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÍÀßÉËÉÈ, a = a1 + ia2, a2 ̸= 0.

(222) ÃÀ (223) ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÖÝÍÏÁÉ g1 ÃÀ g2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ:

H1g1 −
(
−1

2
I +K2 + aH2

)
g2 = f S-ÆÄ, (227)(

−1

2
I + K̃1

)
g1 −

[
L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)]
g2 = F S-ÆÄ, (228)

ÓÀÃÀÝ Hj , Kj , K̃j ÃÀ Lj ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ßÀÒÌÏÛÏÁÉËÉÀ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Vj ÃÀ Wj ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÌÀÈÉ ÍÏÒÌÀËÉÈ

ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÈ:

{Vj (g)}± = Hjg,{
∂

∂n
Vj (g)

}±

=

(
∓1

2
I + K̃j

)
g,

{Wj (g)}± =

(
±1

2
I +Kj

)
g,{

∂

∂n
Wj (g)

}±

= Ljg.

(227)-(228) ÓÉÓÔÄÌÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÄËÉ×ÓÖÒ ÓÉÓÔÄÌÀÓ, áÏËÏ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ
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ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ. ÓÉÓÔÄÌÉÓ

ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ (ÃÖÂËÉÓ-ÍÉÒÄÍÁÄÒÂÉÓ ÀÆÒÉÈ) ÀÒÉÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÔÒÉÝÀ [
S (H1) +1

2

−1
2

−S (L2)

]
=

[
− 1

2|ξ| +1
2

−1
2

−1
2
|ξ|

]
,

áÏËÏ ÃÄÔÄÒÌÉÍÀÔÉ ÉØÍÄÁÀ

−S (H1)S (L2) +
1

4
= −S (H1L2) +

1

4
=

1

4
+

1

4
=

1

2
.

ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ

D2 = −1

2
I +K2 + aH2 : C

1,β (s) → C1,β (s) , (229)

N2 = L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)
: C1,β (s) → C0,β (s) (230)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (227)-(228) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÅÄÒÓÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ

ÌáÏËÏÃ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ. ÅÈØÅÀÈ g̃1 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÓÉÓÔÄÌÉÓ S-ÆÄ 
H1g̃1 −D2g̃2 = 0(
−1

2
I +K1

)
g̃1 −N2g̃2 = 0

(231)

ÃÀ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

ũ1 (x) = V1 (g̃1) (x) , (232)

ũ2 (x) = W2 (g̃2) (x) + aV2 (g̃2) (x) . (233)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (ũ1, ũ2) ßÚÅÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (220)-(223)

ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖË ÀÌÏÍÀáÓÍÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ u1 (x) = 0 , x ∈ Ω1 ÃÀ u2 (x) = 0 , x ∈ Ω2. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ

ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ g1 = g2 = 0 S-ÆÄ.

ÀÌÉÔÏÌ (227)-(228) ÓÉÓÔÄÌÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ. ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÝáÀÃÉ ÓÀáÉÈ ÂÀÌÏÅÓÀáÏÈ (229)-(230) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓÀ ÃÀ

ÌÀÈÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. (227) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ

g2 ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ,

g2 = D−1
2 H1g1 −D−1

2 f1, (234)

ÃÀ ÜÀÅÓÅÀÈ ÄÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀ (228)-ÛÉ[(
−1

2
I + K̃1

)
−N2D−1

2 H1

]
g1 = F −N2D−1

2 f. (235)
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ÀÌ ÂÀÒÃÀØÌÍÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (234)-(235)

ÓÉÓÔÄÌÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (227)-(228) ÓÉÓÔÄÌÉÓ.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

P :=

(
−1

2
I + K̃1

)
−N2D−1

2 H1. (236)

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ P ÀÒÉÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÒÉÂÉÓ ×ÓÄÅÃÏ-

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏÀ

S (P) = −1. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ÉÂÉ ÀÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ,

P : C1,β (S) → C1,β (S) , (237)

ÒÀÃÂÀÍ ÌÉÓÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ S
(
D−1

2

)
= −2 ÃÀ S (L2H2) = −1

4
,

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÛÄÌÃÄÂ ÔÏËÏÁÀÓ:

S (P ; ξ) = −1

2
−S (N2; ξ) (−2)S (H2; ξ) = −1

2
+ 2S (N2H2)

= −1

2
+ 2S (L2H2) = −1

2
+ 2

(
−1

4

)
= −1, ∀x ∈ S, ∀ξ ∈ R2\ {0} .

(237) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (234)-

(235) ÃÀ (227)-(228) ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÉÃÀÍ.

(237) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ (235) ÃÀ (234)

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

g1 = P−1F − P−1N2D−1
2 f, (238)

g2 = D−1
2 H1P−1F −D−1

2 H1P−1N2D−1
2 f −D−1

2 f. (239)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 19. ÈÖ S ∈ C2,α, 0 < β < α ≤ 1, ÃÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ (224) ÐÉÒÏÁÄÁÉ,

ÌÀÛÉÍ ÞÉÒÉÈÀÃ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ (220)-(222) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

(u1, u2) ∈
[
C2 (Ω1) ∩ C1,β

(
Ω1

)]
×
[
C2 (Ω2) ∩ C1,β

(
Ω2

)
∩ Z (Ω2)

]
ÃÀ u1 ÃÀ u2 ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (225)-(226) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ g1 ÃÀ g2

ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (238)-(239) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÅÄÒÓÉÀ

ÓÏÁÏËÄÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ

ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÂÀÌÏÊÅËÄÅÉÓ ÃÒÏÓ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 20. ÈÖ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÐÉÒÏÁÄÁÉ

f ∈ B1−1/p
p,p (S) , F ∈ B−1/p

p,p (S) , 1 < p <∞, (240)

ÌÀÛÉÍ (220)-(223) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

(u1, u2) ∈ W 1
p (Ω1)×

(
W 1

p,loc (Ω2) ∩ z (Ω2)
)

(241)

ÃÀ u1 ÃÀ u2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (225)-(226) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ

g1 ÃÀ g2 ÓÉÌÊÅÒÉÅÄÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (238)-(239) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ. ÀÌÀÓÈÀÍ

∥u1∥W 1
p (Ω1)

≤ C1

(
∥f∥

B
1−1/p
p,p (S)

+ ∥F∥
B

−1/p
p,p (S)

)
, (242)

∥u2∥W 1
p (Ω2∩B(R)) ≤ C2 (R)

(
∥f∥

B
1−1/p
p,p (S)

+ ∥F∥
B

−1/p
p,p (S)

)
, (243)

ÓÀÃÀÝ C1 ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉÀ, R ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ,

ÉÓÄÈÉ ÒÏÌ Ω1 ⊂ B (R) ÃÀ C2 (R) ÀÒÉÓ R-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÌÖÃÌÉÅÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 21. ÈÖ p = 2, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 20 ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÉÌ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ S ËÉÐÛÉÝÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ (ÛÄÀÃÀÒÄ [29], [33]).

4.2 ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀ

ÅÈØÅÀÈ, ÌÈÄËÉ R3 ÓÉÅÒÝÄ ÊÅËÀÅ ÂÀÚÏ×ÉËÉÀ ÏÒ ÍÀßÉËÀÃ ÒÀÉÌÄ ÂËÖÅÉ

ÛÄÊÒÖËÉ S ÆÄÃÀÐÉÒÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ ÛÄÃÂÄÁÀ ÏÒÉ ST ÃÀ SC

ÆÄÃÀÐÉÒÉÓÂÀÍ: S = ST ∪ SC , ST ∩ SC = ∅. ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÓÀÈÅÉÓ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ,
ÒÏÌ ST ÃÀ SC ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉ ÃÀ ℓ = ∂ST = ∂Sc ßÉÒÉ C∞ ÓÉÂËÖÅÉÓÀÀ.

ÃÀÅÓÅÀÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀ (M− N.C):
ÅÉÐÏÅÏÈ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ u1 ∈ W 1

p (Ω1), u2 ∈ W 1
p,loc (Ω2) ∩ Z (Ω2), ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ ÃÉÓÔÒÉÁÖÝÉÖËÉ

ÀÆÒÉÈ (
∆+ ρ1ω

2
)
u1 = 0 Ω1-ÛÉ, (244)(

∆+ ρ2ω
2
)
u2 = 0 Ω2-ÛÉ, (245)

ÃÀ ÛÄÒÄÖË ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÐÉÒÏÁÄÁÓ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ:

{u1}+ − {u2}− = f1 ST -ÆÄ, (246){
∂u1
∂n

}+

−
{
∂u2
∂n

}−

= F1 ST -ÆÄ, (247){
∂u1
∂n

}+

= F (+) SC-ÆÄ, (248){
∂u2
∂n

}−

= F (−) SC-ÆÄ, (249)
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ÓÀÃÀÝ

f1 ∈ B1−1/p
p,p (ST ) , F1 ∈ B−1/p

p,p (ST ) , F (±) ∈ B−1/p
p,p (SC) , (250)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÀÅÓÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ

F :=

{
F1 ST -ÆÄ,

F (+) − F (−) SC-ÆÄ,
F ∈ B−1/p

p,p (S) . (251)

ÈÖ (248) ÃÀ (249) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÔÉÐÉÓ

ÐÉÒÏÁÄÁÉ

{u1}+ = f (+) SC-ÆÄ, (252)

{u2}− = f (−) SC-ÆÄ, (253)

ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈ ÛÄÒÄÖË ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÅÖßÏÃÏÈ (M −D.C) ÀÌÏÝÀÍÀ.

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ, ÒÏÌ

f (±) ∈ B1−1/p
p,p (SC) , (254)

f : =

{
f1 ST -ÆÄ,

f (+) − f (−) SC-ÆÄ,
f ∈ B1−1/p

p,p (S) . (255)

ÜÅÄÍ ãÄÒ ÛÄÅÉÓßÀÅËÉÈ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÀÓ.

ÅÈØÅÀÈ, f̃1 ÀÒÉÓ f1 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ST -ÃÀÍ

ÌÈÄË S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÓÉÂËÖÅÉÓ ÊËÀÓÉÓ ÛÄÍÀÒÜÖÍÄÁÉÈ,

f̃1 ∈ B1−1/p
p,p (S) , rST

f̃1 = f1. (256)

ÌÀÛÉÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÁÀ f = f̃1 + g ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ

g ∈ B̃1−1/p
p,p (SC) . (257)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (247)-(249) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÐÉÒÏÁÄÁÉÓÀ: {
∂u1
∂n

}+

−
{
∂u2
∂n

}−

= F S-ÆÄ, (258){
∂u1
∂n

}+

+

{
∂u2
∂n

}−

= F (+) + F (−) SC-ÆÄ, (259)

ÓÀÃÀÝ F ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (251) ×ÏÒÌÖËÉÈ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ

{u1}+ − {u2}− = f̃1 + g, (260)

ÓÀÃÀÝ g ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
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(258) ÃÀ (260) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÃÀ ÆÄÌÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ

ÌÏÔÉÅÀÝÉÀÓ ÉÌÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÅÄÞÄÁÏÈ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

u1 (x) = V1 (g1) (x) , x ∈ Ω1, (261)

u2 (x) = W2 (g2) (x) + aV2 (g2) (x) , x ∈ Ω2, (262)

ÓÀÃÀÝ

g1 = P−1F − P−1N2D−1
2

(
f̃1 + g

)
, (263)

g2 = D−1
2 H1P−1F −

(
D−1

2 H1P−1N2D−1
2 +D−1

2

) (
f̃1 + g

)
, (264)

ÓÀÃÀÝ g ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (257) ÜÀÒÈÅÀÓ ÃÀ ÀÒÉÓ ÓÀÞÉÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ, áÏËÏ

ÝÍÏÁÉËÉ F ÃÀ f̃1 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (251) ÃÀ (256) ÜÀÒÈÅÄÁÓ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓ (244), (245), (246),

(258) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ, áÏËÏ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ (259) ÐÉÒÏÁÀ

ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÃÄÂ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ (×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ

ÓÀÞÉÄÁÄËÉ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ:(
−1

2
I + K̃1

)
g1 +

[
L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)]
g2 = F (+) + F (−) SC-ÆÄ. (265)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (263) ÃÀ (264) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ, (265) ÛÄÂÅÉÞËÉÀ

ÀÓÄ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

rSC

{
−
(
−1

2
I + K̃1

)
P−1N2D−1

2 −

−
[
L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)]
D−1

2

(
D−1

2 H1P−1N2D−1
2 + I

)}
g = Ψ SC-ÆÄ, (266)

ÓÀÃÀÝ

Ψ = F (+) + F (−) − rSC

{(
−1

2
I + K̃1

)(
P−1F −P−1N2D−1

2 f̃1

)
+

+

[
L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)] (
D−1

2 H1P−1F−

−D−1
2

(
H1P−1N2D−1

2 + I
)
f̃1

)
∈ B−1/p

p,p (S) . (267)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ Q ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

Q := −
(
−1

2
I + K̃1

)
P−1N2D−1

2 −

−
[
L2 + a

(
1

2
I + K̃2

)]
D−1

2

(
H1P−1N2D−1

2 + I
)
. (268)
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Q ÏÐÄÒÀÔÏÒÓ ÀØÅÓ ÀÓÀáÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ:

rScQ : H̃s
p (SC) → Hs−1

p (SC) , (269)

: B̃s
p,q (SC) → Bs

p,q (SC) , (270)

s ∈ R, 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞. (271)

ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ ÒÏÌ ÛÄÅÉÓßÀÅËÏÈ rScQ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÖÒÏÁÉÓ

ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÌÉÓÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÀ, ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÌÉÓÉ

ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÊÅËÉÏÈ ÌÉÓÉ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ.

Q ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ:

S (Q; x, ξ) =
1

2
(−1)S (L2;x, ξ) (−2)−

−S (L2; x, ξ) (−2)
[
S (H1;x, ξ) (−1)S (L2;x, ξ) (−2) + 1

]
=

= S (L2;x, ξ) + 2S (L2; x, ξ)

(
−1

2
+ 1

)
= 2S (L2; x, ξ) =

= |ξ| > 0, ξ ∈ R2\ {0} . (272)

ÀØ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÈ, ÒÏÌ Kj ÃÀ K̃j ÓÖÓÔÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÂÖËÉÀÍÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ ÃÀ

S
(
P−1; x, ξ

)
= −1, S

(
D−1

2 ; x, ξ
)
= −2,

S (Lj, x, ξ) =
|ξ|
2
, S (Hj, x, ξ) = − 1

2 |ξ|
, ∀x ∈ S, ∀ξ ∈ R2\ {0} .

(273)

ÈÄÏÒÄÌÀ A.1-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÖÔÏËÏÁÄÁÉ
1

p
− 1

2
< s <

1

p
+

1

2
, (274)

ÌÀÛÉÍ (269) ÃÀ (270) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ

ÉÍÃÄØÓÉÈ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ Q ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ

ÊÏÍÊÒÄÔÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ s = 1
2
, p = q = 2.

ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ Hs
2 ≡ Bs

2,2 .

ÅÈØÅÀÈ, g̃ ∈ H̃
1/2
2 (SC) ÀÒÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

rSC
Q g̃ = 0 SC-ÆÄ, (275)

ÓÀÃÀÝ Q ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (268) ÔÏËÏÁÉÈ, ÃÀ ÀÅÀÂÏÈ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ (Éá.

(261)-(264))

v1 (x) = V1 (h1) (x) , x ∈ Ω1, (276)

v2 (x) = W2 (h2) (x) + aV2 (h2) (x) , x ∈ Ω2, (277)

h1 = −P−1N2D−1
2 g̃, (278)

h2 = −D−1
2

(
H1P−1N2D−1

2 + I
)
g̃. (279)
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(275)-(279) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÅÀÌÏßÌÄÁÈ, ÒÏÌ v1 ÃÀ

v2 ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓÀ, ÓÀÃÀÝ p = 2 ÀÍÖ

ÓÒÖËÃÄÁÀ ÜÀÒÈÅÄÁÉ

v1 ∈ W−1
2 (Ω1)W, v2 ∈ W 1

2,loc (Ω2) ∩ Z (Ω2) ,

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ(
∆+ ρ1ω

2
)
v1 = 0 Ω1-ÛÉ,(

∆+ ρ2ω
2
)
v2 = 0 Ω2-ÛÉ,

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ-ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÐÉÒÏÁÄÁÉ

{v1}+ − {v2}− = 0 SC-ÆÄ,{
∂v1
∂n

}+

+

{
∂v2
∂n

}−

= 0 SC-ÆÄ{
∂v1
∂n

}+

−
{
∂v2
∂n

}−

= 0 S-ÆÄ.

ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ

v1 (x) = 0, x ∈ Ω1, (280)

v2 (x) = 0, x ∈ Ω2, (281)

v1 ÃÀ v2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ÞÀËÉÈ, (280) ÃÀ (281) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ (276) ÃÀ (277) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ v1 ÃÀ v2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉ

ÍÖËÉÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Ω2 ÃÀ Ω1 ÀÒÄÄÁÛÉÝ. ÀÌÉÔÏÌ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

h1 = 0 S-ÆÄ, h2 = 0 S-ÆÄ. (282)

(278) ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ P , N2 ÃÀ D2 ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÀÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ

g̃ = 0 S-ÆÄ,

ÒÀÝ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ, ÒÏÌ (269) ÃÀ (270) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÄÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ, ÈÖ s ÃÀ p

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (274) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ.

ÀÌ ÛÄÃÄÂÄÁÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÃÄÁÖËÄÁÀÌÃÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 22. ÈÖ ÓÒÖËÃÄÁÀ (250), (251) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÃÀ 4
3
< p < 4, ÌÀÛÉÍ

ÛÄÒÄÖË ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

(u1, u2) ∈ W 1
p (Ω1)×

[
W 1

p,loc (Ω2) ∩ Z (Ω2)
]
,
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ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (261)-(264) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ g ∈ B̃
1−1/p
p,p (SC)

ÀÒÉÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ (266) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ

∥u1∥W 1
p (Ω1)

≤ C1

(
∥f1∥B1−1/p

p,p (ST )
+ ∥F1∥B−1/p

p,p (ST )

+
∥∥F (+)

∥∥
B

−1/p
p,p (Sc)

+
∥∥F (−)

∥∥
B

−1/p
p,p (Sc)

)
, (283)

∥u2∥W 1
p (Ω2∩B(R)) ≤ C (R)

(
∥f1∥B1−1/p

p,p (ST )
+ ∥F1∥B−1/p

p,p (ST )

+
∥∥F (+)

∥∥
B

−1/p
p,p (Sc)

+
∥∥F (−)

∥∥
B

−1/p
p,p (Sc)

)
, (284)

ÓÀÃÀÝ C1 ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉÀ, R ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÉÓÄÈÉ ÒÏÌ

Ω1 ⊂ B (R) ÃÀ C2 (R) ÀÒÉÓ R ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÌÖÃÌÉÅÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ p ∈
(
4
3
, 4
)

ÉÍÃÄØÓÉÓÈÅÉÓ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (261)-(264) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÃÀÍ ÃÀ (270) ÏÐÄÒÀÔÏÒÈÀ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ, ÒÀÃÂÀÍ, ÈÖ s = 1− 1/p ÃÀ p ∈
(
4
3
, 4
)
, ÌÀÛÉÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ

(274) ÖÔÏËÏÁÄÁÉ.

ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀÓ p-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ
(
4
3
, 4
)
ÉÍÔÄÒÅÀËÉÃÀÍ, ÉÂÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÅÀÜÅÄÍÏÈ.

ÈÖ (u1, u2) ∈ W 1
p (Ω1) ×

(
W 1

p.loc (Ω2) ∩ Z (Ω2)
)
, ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 20-ÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ u1 ÃÀ u2 ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (225), (226) ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ g1 ÃÀ g2

ÌÏÉÝÄÌÀ (263)-(264) ÓÀáÉÈ, ÒÏÌÄËÛÉÝ

F : =

{
∂u1
∂n

}+

−
{
∂u2
∂n

}−

∈ B−1/p
p,p (S) , (285)

f : = {u1}+ − {u2}− ∈ B1−1/p
p,p (S) . (286)

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ F = 0 S-ÆÄ, ÃÀ

rSC
f = 0 SC-ÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ

f ∈ B̃1−1/p
p,p (SC) . (287)

ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ

ßÚÅÉËÉ, (u1, u2) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (225)-(226) ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ

g1 = −P−1N2D−1
2 f S-ÆÄ, (288)

g2 = −D−1
2

[
H1P−1N2D−1

2 + I
]
f S-ÆÄ, (289)

ÒÀÝ ÄÌÈáÅÄÅÀ (276)-(279) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÄÁÓ.

ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (M −N.C) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ

ÂÅÀØÅÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÐÉÒÏÁÀ{
∂u1
∂n

}+

+

{
∂u2
∂n

}−

= 0 SC-ÆÄ,
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ÒÏÌÄËÓÀÝ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ

rSC
Q f = 0 SC-ÆÄ, (290)

ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÊÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, B̃1−1/p
p,p (Sc) ÊËÀÓÛÉ ÂÀÀÜÍÉÀ

ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ, ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

rSC
Q : B̃1−1/p

p,p (SC) → B−1/p
p,p (SC)

ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÒÀÃÂÀÍ, ÈÖ s = 1 − 1/p ÃÀ 4
3
< p < 4, ÌÀÛÉÍ

ÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÁÀ (274) ÐÉÒÏÁÄÁÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ (290)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ f = 0

S-ÆÄ ÃÀ (288)-(289) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ g1 = g2 = 0. ÀÌÉÔÏÌ

ÓÀÁÏËÏÏÃ (225)-(226) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

u1 = 0 Ω1-ÛÉ ÃÀ u2 = 0 Ω2-ÛÉ.

ÀÌÉÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ p ∈
(
4
3
, 4
)
.

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÁÏËÏ ÍÀßÉËÉ, ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ,

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓÀ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 23. ÈÖ p = 2 ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 22 ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÉÌ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, ÒÏÝÀ S, ST ÃÀ SC ËÉÐÛÉÝÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ (ÛÄÀÃÀÒÄ [29],

[33]).

5 ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÜÅÄÍ ÂÀÌÏÅÉÊÅËÄÅÈ ÄÂÒÄÈ ßÏÃÄÁÖË ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈ ÀÓÐÄØÔÓ ÀÊÖÓÔÉÊÖÒÉ

ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ (Éá.

[47]).

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÉÂÀ ÃÀ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ×ÀÒÈÏÃÀÀ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉ

ÓáÅÀÃÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ (ÉáÉËÄÈ [1], [2], [3], [4], [29], [33]) ÊÀÒÂÀÃÀÀ

ÝÍÏÁÉËÉ, ÒÏÌ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ

ÂÀÒÄ ÃÉÒÉáËÄÓ ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÌÄÈÏÃÉÈ

ÀÒ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÆÄ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÝÀËÓÀáÀÃ ÉØÍÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÒáÄÅÉÈÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÒáÄÅÉÈÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÀÓÄÈ ÂÀÌÏÍÀÊËÉÓ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉ. ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ

ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÉÙÄÁÀ
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ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀ Ä×ÖÞÍÄÁÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÆÏÂÀÃ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ, ÀÒ ÀÒÉÀÍ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ. ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ, ÈÖÌÝÀ, ÓÀÌßÖáÀÒÏÃ,

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÀÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ. ÉÓÉÍÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ

ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ. ÀÌ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ

ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÀÍ

ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ. ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÜÅÄÍ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉ ÂÀÀÜÍÉÀ

ÃÀ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÊÅÀËÓ

ÀÍÖ (ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ), ÀÍ ÀÌ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ

ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ. ÓÀÉËÖÓÔÒÀÝÉÏÃ ÜÅÄÍ

ÃÄÔÀËÖÒÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÀÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÖÌÝÀ ÖÍÃÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÙßÄÒÉËÉ

ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ÉØÍÀÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÓáÅÀ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ, ÊÄÒÞÏÃ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÒÏÁÉÍÉÓ ÃÀ

ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÄÓ ÌÉÃÂÏÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÆÏÂÀÃÃÄÓ ÀÓÄÅÄ

ÌÃÂÒÀÃÉ ÃÒÄÊÀÃÉ ÒáÄÅÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÃÀ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. (ÉáÉËÄ, ÌÀÂ. [14], [38], [48],

[49]). ÍÀÛÒÏÌÉÓ ×ÉÍÀËÖÒ ÍÀßÉËÛÉ ÜÅÄÍ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÖË ÌÄÈÏÃÓ

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÃÉÒÉáËÄÓ ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀäÚÀÅÓ

ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÀÍ ÓÉÍÂÖËÀÒÖË

ÉÍÔÄÂÒÏ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ (×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ.

5.1 ÃÉÒÉáËÄÓ ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÀ:

(∆ + ω2)u(x) = 0, x ∈ Ω+, (291)

{u(x)}+ = 0, x ∈ S. (292)

ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÀÓ W 1
2 (Ω

+) ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÍ ÌáÏËÏÃ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÀÍ

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ {uk}Nk=1, ÓÀÃÀÝ

N > 1 ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ ÃÀ ÆÏÂÀÃÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ (28) ×ÏÒÌÖËÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÉÈ
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(Éá. ÌÀÂ., [1], [29])

u
k
(x) = V

(
{∂n uk

}+
)
(x), x ∈ Ω+, k = 1, N, (293)

ÓÀÃÀÝ {∂n uk
}+ ∈ H

−1/2
2 (S).

ÒÀÃÂÀÍ 0 =
{
V
(
{∂n u}+

)}+
=
{
V
(
{∂n u}+

)}−
, ÀÌÉÔÏÌ

V
(
{∂n uk

}+
)
(x) = 0, x ∈ Ω−, k = 1, N, (294)

ÃÀ
{
{∂n uk

}+
}N
k=1

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ.

(294) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓ

ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ, ÌÀÛÉÍ ÒÏÝÀ
{
{∂n uk

}+
}N
k=1

×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÛÄÃÄÂÉÀ (293) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÉÓÀ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

ψ
k
= {∂nuk

}+, k = 1, N. (295)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ{
uk(x), x ∈ Ω+

}N
k=1

(296)

ÁÀÆÉÓÉÀ (291)-(292) ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÓÀÊÖÈÒÉÅ ÅÄØÔÏÒÈÀ ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÓÒÖËÉÀÃ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

(∆ + ω2)u(x) = 0, x ∈ Ω+, (297)

{∂n u(x)}+ = 0, x ∈ S (298)

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ (ÉáÉËÄ, ÌÀÂ., [1], [29]):

(i) (297)-(298) ÀÌÏÝÀÍÀÓ W 1
2 (Ω

+) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÍ ÌáÏËÏÃ

ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÀÍ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ

ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ {vk}Mk=1, ÓÀÃÀÝ M > 1 ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ. ÊÅËÀÅ

ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ (28) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÉÈ (ÉáÉËÄ,

ÌÀÂ., [1], [29])

v
k
(x) = −W

(
{v

k
}+
)
(x), x ∈ Ω+, k = 1,M ; (299)

(ii) (40) ×ÏÒÌÖËÉÓÀ ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÔÏËÏÁÄÁÓ

W
(
{v

k
}+
)
(x) = 0, x ∈ Ω−, k = 1,M ; (300)
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(iii) ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {φ
k
}Mk=1, ÓÀÃÀÝ

φ
k
=
{
v
k

}+
, k = 1,M, (301)

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ
M∑
k=1

c
k
φ

k
= 0 S-ÆÄ,

ÌÀÛÉÍ
M∑
k=1

c
k
v
k
(x) = −W

( M∑
k=1

c
k
φ

k

)
= 0 Ω+ ÀÒÄÛÉ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ {v

k
}Mk=1

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀÓ Ω+ ÀÒÄÛÉ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ ω ÀÒ ÀÒÉÓ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄ, ÌÀÛÉÍ, ÒÏÂÏÒÝ

ÃÉÒÉáËÄÓ, ÉÓÄ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÌáÏËÏÃ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ,

ÀÍÖ N = 0 ÃÀ M = 0.

5.2 ÔÒÀÃÉÝÉÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÀ: ÅÉÐÏÅÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

u ∈ H1,0
2, loc(Ω

−) ∩ Z(Ω−) ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

(∆ + ω2) u (x) = f(x), x ∈ Ω−, (302)

{u (x)}− = φ0 (x), x ∈ S, (303)

ÓÀÃÀÝ

f ∈ L2,comp(Ω
−), φ0 ∈ H

1
2
2 (S). (304)

5.2.1 ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÀ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ (29) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÞÀËÉÈ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ

u(x)− V
(
{∂n u}−

)
(x) = P

Ω− (f)(x)−W (φ0)(x), x ∈ Ω−. (305)

ÀÌ ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÊÅÀËÉÓ ÀÙÄÁÉÈ Ω− ÀÒÉÃÀÍ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ×ÒÄÃÂÏËÌÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ψ̃ = {∂n u}−

×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ.

H ψ̃ = −
{
P

Ω− (f)
}−

+ 2−1 φ0 +K (φ0). (306)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (306) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÓÄ

ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ

−
{
P

Ω− (f)
}−

+ 2−1 φ0 +K (φ0) =
{
− P

Ω− (f) +W (φ0)
}+

S-ÆÄ, (307)
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ÒÀÃÂÀÍ f ∈ L2,comp(Ω
−) ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ P

Ω− (f)

ÄÊÖÈÅÍÉÓ H2
loc(R3) ÓÉÅÒÝÄÓ ÃÀ{

P
Ω− (f)

}+
=
{
P

Ω− (f)
}−
,

{
∂n PΩ− (f)

}+
=
{
∂n PΩ− (f)

}−
S-ÆÄ. (308)

ÀÌÒÉÂÀÃ (306) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÃÀÉßÄÒÏÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ

H ψ̃ = Ψ S-ÆÄ, (309)

ÓÀÃÀÝ

Ψ(x) :=
{
− P

Ω− (f)(x) +W (φ0)(x)
}+
, x ∈ S. (310)

ÀØ ßÀÌÏÉàÒÄÁÀ ÏÒÉ ÊÉÈáÅÀ:

ÊÉÈáÅÀ 1. ÀÒÉÓ (309) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ H−1/2
2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

f ∈ L2,comp(Ω
−) ÃÀ φ0 ∈ H

1/2
2 (S) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ?

ÊÉÈáÅÀ 2. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÀÜÅÄÍÄÈ ÐÀÒÀÂÒÀ× 3.1-ÛÉ, (302)-(303)

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (304) ÐÉÒÏÁÄÁÓ ÃÀ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÜÀÒÈÅÀ u ∈ H1,0
2, loc(Ω

−) ∩ Z(Ω−).

ÉÍÔÄÒÄÓÉÓ ÓÀÂÀÍÉÀ, ÒÀ ÊÀÅÛÉÒÉÀ (309) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ψ̃

ÀÌÏÍÀáÓÍÓÀ ÃÀ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ {∂n u}− ÊÅÀËÓ ÛÏÒÉÓ? ÄÓ

ÓÀÊÉÈáÉ ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÉÈ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ ω ÀÒÉÓ

ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄ ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÀÝ ÉÌÀÓ

ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ (309) ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (Ψ = 0)

ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,

ÈÖ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (306) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÀÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ. ÂÀÌÏÓÀÊÅËÄÅÉÀ, ÒÏÂÏÒ

ÖÍÃÀ ÛÄÉÒÜÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÉÓÄÈÉ ψ̃,

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄØÍÄÁÀ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÃÀ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÝÀËÓÀáÀÃ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ − ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÏÒÌÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ

ÊÅÀËÓ {∂n u}−.

ØÅÄÌÏÈ ÜÅÄÍ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ÐÀÓÖáÄÁÓ ÏÒÉÅÄ ÊÉÈáÅÀÆÄ.

ÃÀÅÉßÚÏÈ ÉÌÉÓ ÀÙÍÉÛÅÍÉÈ, ÒÏÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

H : H−1/2(S) → H1/2(S) (311)

ÀÒÉÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ. ÄÓ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ H0 ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

H0 : H−1/2(S) → H1/2(S),
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ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÓÉáÛÉÒÉÓ ω = 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. ÓáÅÀ

ÓÉÔÚÅÄÁÉÈ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, H0 ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÛÏÁÉËÉÀ

äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÈ, ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ. (Éá. [29], [50],

[51]).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ω ÀÒÉÓ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄ ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓÈÅÉÓ Ω+ ÀÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÌÀÛÉÍ (294) ÃÀ (295)

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

H(ψ
k
) = 0 S-ÆÄ, k = 1, . . . , N, (312)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

dim kerH > N. (313)

ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÈÖ ψ̃ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ H (ψ̃) = 0

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ S-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ V (ψ̃) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀ Ω+ ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

V (ψ̃) (x) =
N∑
k=1

c
k
u

k
(x) Ω+-ÛÉ, (314)

ÒÀÃÂÀÍ
{
u

k
(x), x ∈ Ω+

}N
k=1

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÁÀÆÉÓÉÀ (291)-(292)

ÃÉÒÉáËÄÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÛÉ,

ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ω ÒÄÆÏÍÀÍÓÖË ÓÉáÛÉÒÄÓ.

ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ V (ψ̃) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ

ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ ÃÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ

V (ψ̃) (x) = 0, x ∈ Ω−. (315)

(314) ÃÀ (315) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ (295) ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

−ψ̃ = {∂n V (ψ̃)}+ − {∂n V (ψ̃)}− =
N∑
k=1

c
k
{∂nuk

}+ =
N∑
k=1

c
k
ψ

k
S-ÆÄ.

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ dim kerH 6 N , ÒÀÝ (313) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓÈÀÍ

ÄÒÈÀÃ ÂÅÀÞËÄÅÓ

dim kerH = N ÃÀ {ψ
k
}Nk=1 ÁÀÆÉÓÉÀ kerH-ÛÉ. (316)

ÌÀÒÔÉÅÉÀ ÉÌÉÓ ÜÅÄÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÈÖ ψ̃ ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

H ψ̃ = 0 S-ÆÄ,
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ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ψ̃ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÉØÍÄÁÀ

ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ

H∗ ψ̃ = 0 S-ÆÄ,

ÓÀÃÀÝ H∗ ÀÒÉÓ H-ÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ,

H∗ g (x) =

∫
S

Γ(x− y, ω) g (y) dS = H g (x). (317)

ÀÌÉÔÏÌ
{
ψ∗

k

}N
k=1

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÒÉÓ H∗ : H
−1/2
2 (S) → H

1/2
2 (S)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÉÓÉ,{
ψ∗

k

}N
k=1

≡
{
ψ

k

}N
k=1

=
{{
∂n uk

}+}N

k=1
. (318)

ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (306) (ÀÍÖ (309)) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ, ÒÏÌ⟨
Ψ , ψ∗

k

⟩
S
=
⟨{

− P
Ω− (f) +W (φ0)

}+
, ψ

k

⟩
S
= 0, k = 1, N. (319)

(318)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (319) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ⟨{
− P

Ω− (f) +W (φ0)
}+
,
{
∂nuk

}+⟩
= 0, k = 1, N. (320)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

v (x) := −P
Ω− (f) (x) +W (φ0) (x), x ∈ Ω+. (321)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ

A(∂, ω)v (x) ≡
(
∆+ ω2

)
v (x) = 0 Ω+-ÛÉ

(321) ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÉÓ ÞÀËÉÈ. ÀÌÉÔÏÌ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ∫
Ω+

[
A(∂, ω)v u

k
− v A(∂, ω)u

k

]
dy

=
⟨
{∂n v}+ , {uk

}+
⟩
S
−
⟨
{v}+ , {∂nuk

}+
⟩
S
, (322)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ (320) ÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L2,comp(Ω
−) ÃÀ

φ0 ∈ H1/2(S) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÆÄÌÏÈ ÃÀÓÌÖË ÊÉÈáÅÀ 1-Ó ÀØÅÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ.

ÀáËÀ ÂÀÃÀÅÉÃÄÈ ÊÉÈáÅÀ 2-ÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÀÆÄ.

ÆÄÌÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÃÀÍ (316)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ (306)

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ

ψ̃ = ψ0 +
N∑
k=1

c
k
ψ

k
, (323)

78



ÓÀÃÀÝ ψ0 ÀÒÉÓ (306) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÊÄÒÞÏ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, c
k
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, áÏËÏ

{
ψ

k

}N
1
ÀÒÉÓ

kerH-ÉÓ ÁÀÆÉÓÉ, ψ
k

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (295) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ{
uk(x), x ∈ Ω+

}N
k=1

ÀÒÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (291)-(292)

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÉÓÉ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ c
k
ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ Ä×ÄØÔÖÒÀÃ

ÛÄÒÜÄÅÀ ÉÓÄ, ÒÏÌ (323) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ψ̃ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀÄÌÈáÅÄÓ

S-ÆÄ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË
{
∂nu
}−

×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ

(306) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ.

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÀÅÀÂÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ

U (x) = V
(
ψ0 +

N∑
k=1

c
k
ψ

k

)
(x) + P

Ω− (f) (x)−W (φ0) (x), x ∈ Ω+. (324)

(306) ÃÀ (323) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ

ÛÄÅÀÌÏßÌÄÁÈ, ÒÏÌ U ×ÖÍØÝÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÉÒÉáËÄÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓ:

∆U(x) + ω2 U(x) = 0, x ∈ Ω+, (325)

{U(x)}+ = 0, x ∈ S. (326)

ÛÄÃÄÂÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ U ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ ÀÓÄ

U (x) =
N∑
k=1

d
k
u

k
(x) Ω+-ÛÉ, (327)

ÓÀÃÀÝ d
k
ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, áÏËÏ u

k
ÀÒÉÓ ÆÄÌÏÈ ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉ

ÃÉÒÉáËÄÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (291)-(292)ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÉÓÉ.

(295) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, (293) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

V (ψ
k
) = u

k
Ω+-ÛÉ, (328)

ÃÀ ÛÄÃÄÂÀÃ (324)-ÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ

U (x) ≡
N∑
k=1

c
k
u

k
(x) + V (ψ0) (x) + PΩ− (f) (x)−W (φ0) (x) Ω+-ÛÉ. (329)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ U ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉÀ ÚÅÄËÀ u
k
×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ

L2(Ω
+) ÀÆÒÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ ÉØÍÄÁÀ ÉÂÉÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ Ω+ ÀÒÄÛÉ (327)-ÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ.

(329) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÏÒÈÏÂÏÍÀËÏÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ (U, u
j
)L2(Ω+) = 0, j =

1, . . . , N, ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÛÄÌÃÄÂ ßÒ×ÉÅ ÀËÂÄÁÒÖË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÆÄ c
k

ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ:

N∑
k=1

bjk ck = bj, j = 1, N, (330)
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ÓÀÃÀÝ

bjk = (u
k
, u

j
)L2(Ω+), b

j
= −(F, u

j
)L2(Ω+) , (331)

F (x) := V (ψ0)(x) + PΩ− (f)(x)−W (φ0)(x) , x ∈ Ω+. (332)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÂÒÀÌÉÓ ÃÄÔÄÒÌÉÍÀÍÔÉ ÀÒÀÍÖËÏÅÀÍÉÀ, det [b
jk
]
N×N

̸= 0,

ÒÀÃÂÀÍ {u
k
}N1 ÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ (330)

ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ c
k
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÄÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ c(0)
k
-ÉÈ, áÏËÏ U (0) (x)-ÉÈ ÊÉ (324) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ c
k
-Ó ÌÀÂÉÄÒ ÜÀßÄÒÉËÉÀ c(0)

k
ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉ.

ÌÀÛÉÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÂÅÀØÅÓ

U (0) (x) = V
(
ψ0(x) +

N∑
k=1

c(0)
k
ψ

k

)
(x)

+ P
Ω− (f) (x)−W (φ0) (x) = 0, x ∈ Ω+. (333)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ:

ψ(1) := ψ0 +
N∑
k=1

c(0)
k
ψ

k
S-ÆÄ. (334)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ψ(1) ÀÒÉÓ (306) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÅÉÓÄÁÀ:

V
(
ψ(1)

)
(x) + P

Ω− (f) (x)−W (φ0) (x) = 0, x ∈ Ω+. (335)

ÌÀÒÔÉÅÉ ÓÀÜÅÄÍÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ (335) ÈÅÉÓÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÅÓ

ψ(1) ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÏÒÉ ψ(1) ÃÀ ψ(2) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ

(335) ÔÏËÏÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÓáÅÀÏÁÀ V (ψ(1)) − V (ψ(2)) = V (ψ(1) − ψ(2)) ÉÂÉÖÒÀÃ

ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω+ ÀÒÄÛÉ. ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÀ ÃÀ

ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ

ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ V (ψ(1) − ψ(2)) = 0 ÌÈÄËÓ R3 ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÀØÄÃÀÍ

ÊÉ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ ψ(1) − ψ(2) = 0 S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ßÚÅÄÔÉÓ (38)

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ψ(1) ×ÖÍØÝÉÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÍÏÒÌÀËÉÈ

ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ {∂nu}− ÊÅÀËÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ (305) ÔÏËÏÁÀÛÉ {∂nu}−-ÉÓ
ÌÀÂÉÄÒ ÜÀÅÓÅÀÌÈ ψ(1) ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

u(x) = PΩ−(f)(x)−W (φ0)(x) + V (ψ(1))(x), x ∈ Ω−. (336)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (38), (40) ×ÏÒÌÖËÄÁÓ ÃÀ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ PΩ− ∈ H2
loc(R3) ÒÏÃÄÓÀÝ f ∈ L2,comp(Ω

−), (335) ÔÏËÏÁÉÓ
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ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÛÄÌÃÄÂ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ

{∂nu}− =
{
∂nPΩ−(f)

}− −
{
∂nW (φ0)

}−
+ 2−1 ψ(1) + K̃ψ(1)

=
{
∂nPΩ−(f)

}+ −
{
∂nW (φ0)

}+
+
{
− 2−1ψ(1) + K̃ψ(1)

}
+ ψ(1)

=
{
∂n
[
PΩ−(f)−W (φ0) + V (ψ(1))

]}+
+ ψ(1) = ψ(1). (337)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÜÅÄÍ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ψ(1) ÄÌÈáÅÄÅÀ {∂nu}− ÊÅÀËÓ ÃÀ ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

ÊÉÈáÅÀ 2-ÓÀÝ ÂÀÀÜÍÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (336) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÒ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ, ÈÖ

ψ(1) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÀÂÉÄÒ ÀÅÉÙÄÁÈ (306) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ψ̃ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ,

ÒÀÃÂÀÍ ψ(1) − ψ̃ ÄÊÖÈÅÍÉÓ
{
ψ

k

}N
1

⊂ kerH ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅ ÂÀÒÓÓ, ÒÉÓ

ÂÀÌÏÝ V (ψ
k
)(x) = 0, x ∈ Ω−, (295) ÃÀ (294) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ

V (ψ(1))(x) = V (ψ̃)(x) Ω−-ÛÉ. ÆÄÌÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ

(306) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ψ(1) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ψ(1) = {∂nu}−, ÓÀÃÀÝ u

ÀÒÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (302)-(303) ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

5.2.2 ÌÄÏÒÄ ÂÅÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÀ

ÃÉÒÉáËÄÓ ÉÌÀÅÄ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ (Éá. (302)-(303) ) ÀØ ÜÅÄÍ

ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ÂÅÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ

ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖË ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÌÄÈÏÃÓ. ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ

ÂÅÀØÅÓ

u(x)− V
(
{∂nu}−

)
(x) = PΩ−(f)(x)−W (φ0)(x), x ∈ Ω−, (338)

ÓÀÃÀÝ f ÃÀ φ0 ÊÅËÀÅ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (304) ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÂÀÌÏÅÉÈÅÀËÏÈ (338) ÔÏËÏÁÉÓ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÒÖËÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ Ω− ÀÒÉÃÀÍ

−2−1
{
∂nu
}−

+ K̃
{
∂nu
}−

=
{
∂n
[
− PΩ−(f) +W (φ0)

]}−
S-ÆÄ. (339)

ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÉÓ ÃÀ (304) ÐÉÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ (339) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ

ÌáÀÒÉÓÀÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÀ:

Φ :=
{
∂n
[
− PΩ−(f) +W (φ0)

]}−
=
{
∂n
[
− PΩ−(f) +W (φ0)

]}+
S-ÆÄ. (340)

ÖÝÍÏÁÉ {∂nu}− ×ÖÍØÝÉÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ φ̃-ÉÈ,

φ̃ := {∂nu}− ∈ H
−1/2
2 (S) . (341)
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ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÖÝÍÏÁÉ φ̃ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ (339) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ:(
− 2−1 I + K̃

)
φ̃ = Φ S-ÆÄ. (342)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ −2−1 I + K̃ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ßÀÒÌÏÛÏÁÉËÉÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÒÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÃÀÍ

(ÉáÉËÄÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 4). ÊÀÒÂÀÃÀÀ ÝÍÏÁÉËÉ, ÒÏÌ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÓÀáÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÅÉÓÄÁÀ:

− 2−1 I + K̃ : H
−1/2
2 (S) → H

−1/2
2 (S) (343)

ÃÀ ÉÂÉ ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ, ÌÀÂÒÀÌ,

ÆÏÂÀÃÀÃ, ÉÂÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÉÂÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ

ÈÖ ω ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÀÒÉÓ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ Ω+ ÀÒÉÓÀÈÅÉÓ (Éá., ÌÀÂ., [1], [29]).

ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÄÈ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ (297)-(298) ÛÉÂÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓÀ ω ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

(ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÀÌ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ω

ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÒÀÍÂÉ). ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ÀÌ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ M-ÉÈ ÃÀ

ÅÈØÅÀÈ, ÒÏÌ
{
vk
}M
k=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓ ÁÀÆÉÓÓ H1
2 (Ω

+) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ ÉÓÉÍÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ (299) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÈ Ω+

ÀÒÄÛÉ. ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ

φk =
{
vk
}+ ∈ H

1/2
2 (S), k = 1, · · · ,M, (344)

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ ÃÀ (300) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÀØÅÓ

W (φk)(x) = 0 Ω−-ÛÉ, k = 1, · · · ,M. (345)

ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ (345) ÔÏËÏÁÉÓ ÊÅÀËÓ Ω− -ÃÀÍ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ:(
− 2−1 I +K

)
φk = 0 S-ÆÄ, k = 1, · · · ,M. (346)

K ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ K∗ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÔÏËÏÁÀ:

K∗ ψ = K̃ψ . (347)

ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ −2−1 I + K ÃÀ −2−1 I + K∗

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÓ ÌØÏÍÄ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖËÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ (347) ÃÀ (346) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ:

dim ker
(
− 2−1 I +K

)
= dim ker

(
− 2−1 I + K̃

)
>M. (348)
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(348) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÖÐÉÒÏÁÏÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÀÒÀÀ ÆÏÂÀÃÀÃ ÃÀ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ φ̃ ÀÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

ÝÀËÓÀáÀÃ.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ, ÀØÀÝ ßÀÌÏÉàÒÄÁÀ ÏÒÉ ÊÉÈáÅÀ:

ÊÉÈáÅÀ 3. ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ H
−1/2
2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈L2,comp(Ω
−) ÃÀ φ0 ∈H

1/2
2 (S) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ?

ÊÉÈáÅÀ 4. ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ (302)-(303) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ u ∈ H1,0
2, loc(Ω

−) ∩ S(Ω−)

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (304)

ÐÉÒÏÁÄÁÓ. ÒÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÀ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ φ̃ ÀÌÏÍÀáÓÍÓÀ ÃÀ

ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ {∂n u}− ÆÙÅÒÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÛÏÒÉÓ? ÄÓ

ÊÉÈáÅÀ ÊÅËÀÅ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ ω ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÉÌ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÀÓ

ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (342)

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (Φ = 0) ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÒÀÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÈÖ ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ

(342) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÌÀÛÉÍ ÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÃÀ ÉÓÌÄÁÀ ÓÀÊÉÈáÉ, ÒÏÂÏÒ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÉÓÄÈÉ φ̃ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ,

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄØÍÄÁÀ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÃÀ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ ÝÀËÓÀáÀÃ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË {∂n u}− ×ÖÍØÝÉÀÓ.

ÜÅÄÍ ÃÀÅÉßÚÄÁÈ ÊÉÈáÅÀ 3-ÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÉÈ ÃÀ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ (342)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ.

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ãÄÒ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ(
− 2−1I +K

)
: H1/2(S) → H1/2(S) (349)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ M-ÉÓ ÔÏËÉÀ ÃÀ
{
φk

}M
k=1

ÀÒÉÓ

ÀÌ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÉÓ ÁÀÆÉÓÉ. ÀØ M ÀÒÉÓ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ (297)-(298) ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÉÓ ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÀ, ÀÍÖ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ω

ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÒÀÍÂÉ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ, (
− 2−1I +K

)
h = 0 S-ÆÄ. (350)

ÌÀÛÉÍ, ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ W (h) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ,

ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

W (h)(x) = 0 Ω−-ÛÉ. (351)
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(40) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ W (h) áÓÍÉÓ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ

(297)-(298) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

W (h)(x) =
M∑
k=1

d
k
vk(x), x ∈ Ω+. (352)

(299) ÃÀ (345) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ

W
(
h+

M∑
k=1

d
k
φk

)
= 0 Ω+-ÛÉ. (353)

(345) ÃÀ (351) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

W
(
h+

M∑
k=1

d
k
φk

)
= 0 Ω−-ÛÉ. (354)

ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, (353)-(354) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

h+
M∑
k=1

d
k
φk = 0 S-ÆÄ, (355)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

dim ker
(
− 2−1I +K

)
= dim ker

(
− 2−1I + K̃

)
=M. (356)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ(
− 2−1I + K̃

)∗
g =

(
− 2−1I +K

)
g = 0 (357)

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÓÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÒÉÓ{
φ

k

}M

k=1
≡
{
{v

k
}+
}M

k=1
. (358)

ÌÀÛÉÍ (342) ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓ

ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ ÉØÍÄÁÀ

⟨Φ, φ
k
⟩
S
= 0, k = 1,M, (359)

ÓÀÃÀÝ Φ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (340) ÔÏËÏÁÉÈ.

(359) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÊÅËÀÅ ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ ÂÒÉÍÉÓ (322) ÉÂÉÅÄÏÁÉÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ u
k
-Ó ÌÀÂÉÄÒ ÖÍÃÀ ÜÀÅÓÅÀÈ v

k
, áÏËÏ v-Ó ÌÀÂÉÄÒ ÊÉ

v = −P
Ω− (f) +W (φ0), ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ, ÒÏÌ {∂nv}+ = Φ

S-ÆÄ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (339) (ÀÍÖ (342)) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ.

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ (
− 2−1I + K̃

)
φ̃ = 0 S-ÆÄ (360)
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ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÓÒÖËÉ

ÓÉÓÔÄÌÀ
{
φ̃

k

}M
k=1
-ÉÈ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉ

v
k
(x) = V (φ̃

k
)(x), x ∈ Ω+, k = 1,M, (361)

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (297)-(298) ÐÉÒÏÁÄÁÓ.

ÞÀËÉÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÏßÌÃÄÓ, ÒÏÌ{
v
k

}M
k=1

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ Ω+-ÛÉ. (362)

ÀÌÉÔÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
{
{v

k
}+
}M
k=1

≡
{
Hφ̃

k

}M
k=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÓÄÅÄ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ

M∑
k=1

a
k
{v

k
}+ = 0 S-ÆÄ ÓÀÃÀÝ

M∑
k=1

|a
k
| ̸= 0,

ÌÀÛÉÍ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÓÀ

M∑
k=1

a
k

{
∂nvk

}+
= 0 S-ÆÄ

ÃÀ ÂÒÉÍÉÓ ÌÄÓÀÌÄ (28) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

M∑
k=1

a
k
v
k
(x) = 0 Ω+-ÛÉ,

ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ (362) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ

ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ

φ̃ = φ̃0 +
M∑
k=1

c
k
φ̃

k
, (363)

ÓÀÃÀÝ φ̃0 ÀÒÉÓ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ ÊÄÒÞÏ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

ÀáËÀ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÏÈ ÊÉÈáÅÀ 4: ÒÏÂÏÒ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ c
k
ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ (363)

ÔÏËÏÁÀÛÉ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÌÉÅÉÙÏÈ ÓÀÓÖÒÅÄËÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ φ̃ ={
∂nu
}−
. ÓáÅÀ ÓÉÔÚÅÄÁÉÈ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÄÓ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ c

k
ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ

ÉÓÄ ÖÍÃÀ ÛÄÉÒÜÄÓ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂ ×ÏÒÌÖËÀÛÉ (ÉáÉËÄ (338))

u(x) = P
Ω− (f)(x)−W (φ0)(x) + V

(
φ̃0 +

M∑
k=1

c
k
φ̃

k

)
(x) , (364)

ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ ÃÀÄÌÈáÅÄÓ ÈÅÉÈ u ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÀÍÖ

{
∂nu
}−

= φ̃ ≡ φ̃0 +
M∑
k=1

c
k
φ̃

k
S-ÆÄ. (365)

85



ÀÌÉÓÈÅÉÓ ÜÅÄÍ ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (365) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ

ÌÃÂÏÌÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω+ ÀÒÄÛÉ, ÀÍÖ

U := P
Ω− (f)−W (φ0) + V (φ̃) = 0 Ω+-ÛÉ. (366)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (∆ + ω2)U = 0 Ω+-ÛÉ ÃÀ (342) ÃÀ (340) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ

ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÀ:{
∂n U

}+
= 0 S-ÆÄ. (367)

ÀÌÉÔÏÌ U ×ÖÍØÝÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ, ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ U ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÅÒÝÄÓ,

ÒÏÌËÉÓ ÁÀÆÉÓÉÀ {v
k
}Mk=1. (361) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ U ×ÖÍØÝÉÀ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ:

U = P
Ω− (f)−W (φ0) + V (φ̃0) +

M∑
k=1

ck vk Ω+-ÛÉ. (368)

ÀáËÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ck ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÉÓÄ, ÒÏÌ U ×ÖÍØÝÉÀ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ

ÉÚÏÓ v
k
, k = 1,M ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ.

(U, v
k
)L2(Ω+) = 0 ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÛÄÌÃÄÂ ßÒ×ÉÅ ÀËÂÄÁÒÖË

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÆÄ:

M∑
k=1

(v
k
, v

j
)L2(Ω+) ck =

(
− P

Ω− (f) +W (φ0)− V (ψ0) , vj

)
L2(Ω+)

, (369)

j = 1,M .

ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÀÔÒÉÝÀ [((v
k
, v

j
)L2(Ω+))]M×M ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÂÒÀÌÉÓ ÌÀÔÒÉÝÀÓ

ÃÀ ÀÒÀÂÀÃÀÂÅÀÒÄÁÖËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ, ÝáÀÃÉÀ, (369) ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ ck ÓÀÞÉÄÁÄËÉ

ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ c(0)k ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ, ÒÏÌ (366) ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ.

ÀÌ c(0)k ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÈ ÀÅÀÂÏÈ (342) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ φ̃(1) ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ,

φ̃(1) = φ̃0 +
M∑
k=1

c
(0)
k φ̃

k
. (370)

ÌÀÛÉÍ, ÝáÀÃÉÀ (366) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ.

ÉÓÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ, ÀØÀÝ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ φ̃(1)

ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ φ̃(1) ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÓÀÞÉÄÁÄË ×ÉÆÉÊÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ
{
∂n u

}−
ÊÅÀËÓ. ÓáÅÀ ÓÉÔÚÅÄÁÉÈ ÒÏÌ

ÅÈØÅÀÈ, ÈÖ ÀÅÀÂÄÁÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÈ (ÉáÉËÄÈ (338)-(339)):

u(x) = P
Ω− (f)(x)−W (φ0)(x) + V (φ̃(1))(x), x ∈ Ω−, (371)
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ÌÀÛÉÍ {
∂n u

}−
= φ̃(1) S-ÆÄ. (372)

ÌÀÒÈËÀÝ, (340) ÃÀ (366) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÛÄÌÃÄÂ

ÔÏËÏÁÀÓ{
∂n u

}−
=
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0) + V (φ̃(1))
]}−

=
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}+

+ 2−1φ̃(1) + K̃ φ̃(1)

= φ̃(1) +
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}+

− 2−1φ̃(1) + K̃ φ̃(1)

= φ̃(1) +
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0) + V (φ̃(1)
]}+

= φ̃(1).

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÜÅÄÍ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÈ ÔÒÀÃÉÝÉÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÀÌ ÌÉÃÂÏÌÀÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÃÀäÚÀÅÓ ÀÍ

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ÀÍ

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÌÄÏÒÄ ÂÅÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ. ÏÒÉÅÄ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉÍÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ ÀÒÀÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀ, ÒÀÃÂÀÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÀÒÀÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉ ÓÉáÛÉÒÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ

ÚÅÄËÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÊÄÒÞÏÃ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ÜÅÄÍ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÂÀÀÜÍÉÀÈ,

ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ, ÈÖÌÝÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÒ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ. ÜÅÄÍ ÅÀÜÅÄÍÄÈ, ÒÏÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

×ÉÆÉÊÖÒÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÍÏÒÌÀËÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÊÅÀËÓ S-ÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 24. ÓÒÖËÉÀÃ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÏÈ

ÔÒÀÃÉÝÉÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ

ÌÄÈÏÃÉ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 25. ÈÖ ω ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀÒ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖË

ÓÉáÛÉÒÄÓ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ: ÃÉÒÉáËÄÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÉÂÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÍÏÒÌÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, áÏËÏ ÍÄÉÌÀÍÉÓ
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ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ - ÈÅÉÈ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÊÅÀËÓ ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ.

5.3 ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ
ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ

ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [43], [44], ÃÀ [45] (ÉáÉËÄ ÀÂÒÄÈÅÄ [3]

ÃÀ [52]), ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÊÅËÉÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÃÀ

ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÌÄÈÏÃÉÈ,

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀäÚÀÅÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ, ÝÀËÓÀáÀÃ

ÀÌÏáÓÍÀÃ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ.

5.3.1 ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ
ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ (302)-(303).

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ (305) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ:

u(x)− V ({∂nu}−)(x) = P
Ω− (f)(x)−W (φ0)(x), x ∈ Ω−, (373)

H({∂nu}−) =
{
− P

Ω− (f) +W (φ0)
}−

+ φ0 S-ÆÄ, (374)

− 2−1{∂nu}− + K̃
(
{∂nu}−

)
=
{
∂n
[
− P

Ω− (f) +W (φ0)
]}−

S-ÆÄ. (375)

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ ÖÝÍÏÁÉ {∂nu}− ×ÖÍØÝÉÀ.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

ψ := {∂nu}− S-ÆÄ, (376)

Ψ :=
{[

− P
Ω− (f) +W (φ0)

]}−
+ φ0 S-ÆÄ, (377)

Φ :=
{
∂n
[
− P

Ω− (f) +W (φ0)
]}−

S-ÆÄ. (378)

ÂÀÅÀÌÒÀÅËÏÈ (374) ÔÏËÏÁÀ i α ÓÉÃÉÃÄÆÄ ÃÀ ÌÉÅÖÌÀÔÏÈ ÉÂÉ (375)

ÔÏËÏÁÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:[
− 2−1I + K̃ + i αH

]
ψ = Φ+ i αΨ S-ÆÄ. (379)

ÀØ α ÒÀÉÌÄ ÍÖËÉÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÒÉÝáÅÉÀ.

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ

−2−1I + K̃ + i αH : H−1/2(S) → H−1/2(S) (380)
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ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ (ÉáÉËÄ [3], [43], [44],

[45], [48], [49]). ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÂÖËÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ψ0 ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ[
− 2−1I + K̃ + i αH

]
ψ0 = 0 S-ÆÄ, (381)

ÌÀÛÉÍ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ u0(y) := V (ψ0)(x) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÒÏÁÉÍÉÓ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ((381) ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÉÓ ÞÀËÉÈ)

(∆ + ω2)u0 = 0 Ω+-ÛÉ, (382)

{∂nu0 + i α u0}+ = 0 S-ÆÄ. (383)

ÂÒÉÍÉÓ (18) ×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÒÏÌÄËÛÉÝ u = u0 ÃÀ v = u0,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ ∫
Ω+

[ 3∑
k=1

|∂ku0|2 − ω2 |u0|2
]
dx = −i α

∫
∂Ω+

|{u0}+|2 dS.

ÒÀÃÂÀÍ α ̸= 0 ÃÀ α ∈ R ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ {u0}+ =

0 S-ÆÄ. ÌÀÛÉÍ (383) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ: {∂n u0}+ = 0 S-

ÆÄ. ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ (28) ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ ÊÉ ÓÀÁÏËÏÏÃ

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ u0(x) = V (ψ0)(x) = 0, x ∈ Ω+. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ, ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÃÀ ßÚÅÄÔÉÓ (38) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ψ0 = 0 ÔÏËÏÁÀÓ

S-ÆÄ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (379) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÃÀ

ÃÉÒÉáËÄÓ (303) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (373) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ,

u(x) = P
Ω− (f)(x)−W (φ0)(x) + V (ψ)(x), x ∈ Ω−. (384)

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (376) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ

ÔÏËÏÁÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ u ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÄÏÒÄÌÀ 4, ÀÓÄÅÄ

(384) ÃÀ (379)-ÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÛÄÌÃÄÂ ÔÏËÏÁÀÓ:{
∂n u

}−
=
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}−

+ 2−1ψ + K̃ψ

= −Φ + 2−1ψ + K̃ψ = ψ − i αHψ + i αΨ

= ψ − i α
[
Hψ +

{
P

Ω− (f)−W (φ0)
}−

+ φ0

]
= ψ − i α

[
Hψ +

{
P

Ω− (f)
}+ − 2−1φ0 −Kφ0

]
= ψ − i α

{
V (ψ) + P

Ω− (f)−W (φ0)
}+

. (385)

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ

U(x) := V (ψ)(x) + P
Ω− (f)(x)−W (φ0)(x), x ∈ Ω+, (386)
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ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω+ ÀÒÄÆÄ. ÄÓ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ. ÝáÀÃÉÀ,

ÒÏÌ U äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÀ,

(∆ + ω2)U (x) = 0, x ∈ Ω+, (387)

ÃÀ ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ (379) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÛÄÌÃÄÂ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÐÉÒÏÁÀÓ:{
∂n U + i α U

}+
=
(
− 2−1 I + K̃ + i αH

)
ψ +

{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}+

+ i α
{
P

Ω− (f)−W (φ0)
}+

=
(
− 2−1 I + K̃ + i αH

)
ψ − Φ− i αΨ = 0. (388)

ÀØ ÜÅÄÍ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 4 ÃÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÝáÀÃÉ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ:{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}+

=
{
∂n
[
P

Ω− (f)−W (φ0)
]}−

= −Φ,{
P

Ω− (f)−W (φ0)
}+

=
{
P

Ω− (f)
}+ −Kφ0 − 2−1φ0 =

=
{
P

Ω− (f)−W (φ0)
}− − φ0 = −Ψ.

ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ U ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÒÏÁÉÍÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (387)-(388) ÀÌÏÝÀÍÉÓ. ÂÒÉÍÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÀÍÉ ×ÏÒÌÖËÉÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÒÏÁÉÍÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ (387)-(388)

ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÌáÏËÏÃ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÂÀÀÜÍÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ (386)

ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ U ×ÖÍØÝÉÀ ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω+-ÛÉ, ÃÀ

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, {
V (ψ) + P

Ω− (f)−W (φ0)
}+

= 0 S-ÆÄ. (389)

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ (385) ÔÏËÏÁÀ,
{
∂nu
}−

= ψ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÌÄÈÏÃÉÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ (302)-(303) ÓÉáÛÉÒÉÓ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÀÃ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ

(379) ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ ψ =
{
∂nu
}−

ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

5.3.2 ÌÏÃÉ×ÉÝÉÒÄÁÖËÉ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ
ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃ

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÛÉ:

∆u+ ω2u = f Ω−-ÛÉ, (390)

{∂nu}− = ψ0 S-ÆÄ. (391)
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ÀØ ÜÅÄÍ ÅÂÖËÉÓáÌÏÁÈ, ÒÏÌ

f ∈ L2,comp(Ω
−), ψ0 ∈ H−1/2(S). (392)

ÊÅËÀÅ, ÆÏÂÀÃÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ

u(x) +W
(
{u}−

)
(x) = P

Ω− (f)(x) + V (ψ0)(x) , x ∈ Ω−. (393)

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

2−1{u}− +K{u}− = Φ S-ÆÄ, (394)

L{u}− = Ψ S-ÆÄ, (395)

ÓÀÃÀÝ

Φ :=
{
P

Ω− (f) + V (ψ0)
}−

S-ÆÄ, (396)

Ψ :=
{
∂n
[
P

Ω− (f) + V (φ0)
]}− − φ0 S-ÆÄ. (397)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 4-ÉÓ ÞÀËÉÈ Φ ÃÀ Ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ

ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ

Φ =
{
P

Ω− (f) + V (ψ0)
}+

S-ÆÄ, (398)

Ψ =
{
∂n
[
P

Ω− (f) + V (φ0)
]}+

S-ÆÄ. (399)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÙÍÉÛÅÍÀ:

φ := {u}−. (400)

ÂÀÅÀÌÒÀÅËÏÈ (394) ÔÏËÏÁÀ iα ÓÉÃÉÃÄÆÄ ÃÀ ÌÉÅÖÌÀÔÏÈ (395) ÔÏËÏÁÀÓ,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ:[
L+ i α

(
2−1 I +K

)]
φ = Ψ+ i αΦ S-ÆÄ, α ∈ R, α ̸= 0. (401)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ

K ≡ L+ i α
(
2−1 I +K

)
: H1/2(S) → H−1/2(S) (402)

ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ. ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÂËÖÅÉ S

ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ K ÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÒÉÂÉÓ ÞËÉÄÒÀÃ ÄËÉ×ÓÖÒÉ

×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ K ÀÒÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÓÉÌÁÏËÏÓ ÌØÏÍÄ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ

ÉÍÔÄÂÒÏ-ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ (Éá. ÌÀÂ., [48], [49], [51]).

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (402) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ,

ÅÈØÅÀÈ,

Kφ0 = 0 S-ÆÄ (403)
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ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ:

u0(x) = W (φ0)(x), x ∈ Ω±. (404)

ÌÀÒÔÉÅÉ ÓÀÜÅÄÍÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ u0 ×ÖÍØÝÉÀ áÓÍÉÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ Ω± ÀÒÄÛÉ ÃÀ (403) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÒÏÁÉÍÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ

{∂n u0 + i α u0}+ = 0 S-ÆÄ.

ÀÌÉÔÏÌ u0(x) = W (φ0)(x) = 0 Ω+-ÛÉ. (40) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ u0 = W (φ0) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ. ÀÌÉÔÏÌ u0(x) = W (φ0)(x) = 0

Ω−-ÛÉ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ φ0 = 0 S-ÆÄ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (402) ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ ÃÀ (401) ÂÀÍÔÏËÄÁÀ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ. (393) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ (400) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

u(x) = P
Ω− (f)(x) + V (ψ0)(x)−W (φ)(x) Ω−-ÛÉ, (405)

ÓÀÃÀÝ φ ×ÖÍØÝÉÀ (401) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ.

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÈËÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ (400) ÔÏËÏÁÀ (405) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÈ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ u ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

ÆÄÌÏÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÓÀ ÃÀ (398)-(399) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (405) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ

{u}− =
{
P

Ω− (f) + V (ψ0)
}−

+ 2−1φ−Kφ =

=φ+ Φ−
(
2−1φ+Kφ

)
= (406)

=φ+
{
P

Ω− (f) + V (ψ0)−W (φ)
}+
. (407)

ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ, ÀØÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÖÍØÝÉÀ

U(x) = P
Ω− (f)(x) + V (ψ0)(x)−W (φ)(x), x ∈ Ω+, (408)

ÉÂÉÅÖÒÀÃ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ Ω+ ÀÒÄÛÉ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÉÂÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ ÃÀ (401) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÒÏÁÉÍÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÓ S-ÆÄ,{
∂nU + iαU

}+
= Ψ+ i αΦ− Lφ− iα

(
2−1φ+Kφ

)
= 0 S-ÆÄ. (409)

ÀÌÉÔÏÌ (406) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

{u}− = φ S-ÆÄ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÓÉáÛÉÒÉÓ ω ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉË ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

ÌÄÈÏÃÓ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ (390)-(391) ÃÀäÚÀÅÓ

ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ (401) ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ φ = {u}− ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

92



ÈÀÅÉ II. ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ

6 ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÀÌ ÈÀÅÛÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÜÅÄÍ

ÂÀÍÅÀÅÉÈÀÒÄÁÈ ÃÀ ÃÀÅÀ×ÖÞÍÄÁÈ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÓ

(Method of Fundamental Solutions - MFS), ÒÏÌÄËÉÝ ÐÉÒÅÄËÀÃ ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉ

ÉØÍÀ ÝÍÏÁÉËÉ ØÀÒÈÅÄËÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÏÓÉÓ ÅÉØÔÏÒ ÊÖÐÒÀÞÉÓ ÌÉÄÒ ßÉÍÀ

ÓÀÖÊÖÍÉÓ 60-ÉÀÍ ßËÄÁÛÉ (ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ Éá. Å. ÊÖÐÒÀÞÉÓÀ ÃÀ Ì.

ÀËÄØÓÉÞÉÓ ÐÉÏÍÄÒÖËÉ áÀÓÉÀÈÉÓ ÛÒÏÌÄÁÉ [9, 10, 11]). ÀÌ ÌÄÈÏÃÉÓ ÉÃÄÀ

ÀÒÉÓ ÉÓ, ÒÏÌ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ Γ (x− y) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ {y(k)}∞1
ÐÏËÖÓÄÁÉ ÂÀÍÈÀÅÓÃÄÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÀÒÉÓ ÂÀÒÄÈ ÃÀ ÀÉÂÏÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
{
Γ
(
x− y(k)

)}∞
1
, ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÓ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ
∑N

1 Ck Γ
(
x− y(k)

)
ÓÀáÉÓ ßÒ×ÉÅÉ

ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÄÁÉÈ ÌÉÅÖÀáËÏÅÃÄÈ ÓÀÞÉÄÁÄË ÀÌÏÍÀáÓÍÓ. ÀØ Ck ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ,

ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÍÃÀ ÛÄÉÒÜÄÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÉÓ ÃÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÉÃÀÍ. ßÉÍÀ

ÓÀÖÊÖÍÉÓ 70-ÉÀÍ ßËÄÁÉÃÀÍ ÃÀßÚÄÁÖËÉ, MFS ÈÀÍÃÀÈÀÍÏÁÉÈ ÂÀÃÀÉØÝÀ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÓÀÓÀÒÂÄÁËÏ ÌÄÈÏÃÀÃ ÃÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ

ÉØÍÀ ÌÒÀÅÀËÉ ×ÉÆÉÊÖÒÉ ÃÀ ÓÀÉÍÑÉÍÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓÀÓ (ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ,

×ÖÍØÝÉÏÍÀËÖÒÀÃ ÂÒÀÃÖÉÒÄÁÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÄÁÉÓÈÅÉÓ). ÀÌÀÓÈÀÍ

ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÉáÉËÄÈ

[9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27] ÃÀ ÉØ

ÝÉÔÉÒÄÁÖËÉ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ ÀÌ ÌÄÈÏÃÉÓÀÃÌÉ ÌÉÞÙÅÍÉËÉ

ÊÀÏÛÉÖÍÂÛÉ (ÔÀÉÅÀÍÉ) 2011 ßÄËÓ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÊÏÍ×ÄÒÄÍÝÉÉÓ - “The
International Workshop on MFS, Kaohsiung (Taiwan)“ ÌÀÓÀËÄÁÉ. ÄÓ

ÊÏÍ×ÄÒÄÍÝÉÀ ÌÄÄØÅÓÄ ÉÚÏ ÊÏÍ×ÄÒÄÍÝÉÄÁÉÓ ÓÄÒÉÀÛÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÐÄÒÉÏÃÖËÀÃ ÉÌÀÒÈÄÁÀ (Éá. ÊÏÍ×ÄÒÄÍÝÉÉÓ ÂÅÄÒÃÉ

http://www.math.nsysu.edu.tw/conference/TrefftzMFS2011).

ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ, ÒÏÌ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÀØÀÌÃÄ ÀÒ ÉÚÏ

ÝÍÏÁÉËÉ, ÈÖ ÒÏÂÏÒ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ MFS ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÀÌÏáÓÍÉÓÈÅÉÓ, ÒÀÃÂÀÍ MFS-ÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉ

ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÁÆÀÒÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÜÅÄÍÉ ÊÅËÄÅÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÈÀÅÀÒÉ

ÌÉÆÀÍÉÀ ÀÌ ÓÉÞÍÄËÄÄÁÉÓ ÂÀÃÀàÒÀ ÃÀ MFS-ÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ-ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ.

ÒÉÝáÅÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÌÉÙÄÁÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÌÞËÀÅÒ ÌÄÈÏÃÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ

ÓÀÓÒÖË ÄËÄÌÄÍÔÈÀ ÌÄÈÏÃÉ (Finite Element Method - FEM). ÌÀÂÒÀÌ ÁÄÅÒ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÉÓÉ Ä×ÄØÔÖÒÏÁÀ ÛÄÓÀÌÜÍÄÅÀÃ ÄÝÄÌÀ,

ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÀÍ ÒÏÃÄÓÀÝ ÈÀÅÓ ÉÜÄÍÄÍ ÉÓÄÈÉ
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ËÏÊÀËÖÒÉ Ä×ÄØÔÄÁÉ, ÒÏÂÏÒÉÝÀÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ

ÁÆÀÒÉÓ ÊÉÃÄÓÈÀÍ, ÀÍ ÌÀÙÀËÉ ÓÉáÛÉÒÉÓ ÄËÄØÔÒÏÌÀÂÍÉÔÖÒÉ ÔÀËÙÄÁÉÓ

ÓÊÉÍ-Ä×ÄØÔÉ, ÀÍ ÒÏÃÄÓÀÝ ÓÀàÉÒÏÀ ÃÉÓÊÒÄÔÉÆÀÝÉÉÓ ÁÀÃÉÓ ÌÖÃÌÉÅÉ

ÝÅËÉËÄÁÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÃÉÍÀÌÉÊÖÒÉ ÁÆÀÒÉÓ ÓÉÌÖËÉÒÄÁÉÓÀÓ. ÌÄÈÏÃÉÓ

Ä×ÄØÔÖÒÏÁÉÓ ÛÄÌÝÉÒÄÁÀ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÀÒÀÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ (ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,

ÖÓÀÓÒÖËÏ) ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÛÄÌÏÚÅÀÍÉÓ ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÉÈ, ÃÀ/ÀÍ ÞÀËÉÀÍ

×ÀØÉÆÉ, ÀÒÀÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ, ÝÅËÀÃÉ ÁÉãÉÓ ÌØÏÍÄ ÁÀÃÉÓ ÛÄÌÏÙÄÁÉÈ. ÀÌ

ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÌÖÃÌÉÅÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ/ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ

ÌÄÈÏÃÉ (BIEM/BEM) Ä×ÄØÔÖÒÏÁÉÈ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ ÓÀÓÒÖË ÄËÄÌÄÍÔÈÀ

ÌÄÈÏÃÓ.

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ áÀÓÉÀÈÃÄÁÀ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ

ÀÒÀÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÓÉÌÀÒÔÉÅÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÉÆÄÆÄÁÉÈ

(ÉáÉËÄÈ [9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 21, 22, 23, 24, 53] ÃÀ ÉØ

ÝÉÔÉÒÄÁÖËÉ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀ):

• ÓÀÝÃÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓÀÀ;

• ÀÒ ÀÒÉÓ ÓÀàÉÒÏ ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÀ;

• ÀÒ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÒÈÖË ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ (ÔÒÉÀÍÂÖËÀÝÉÀÓ);

• ÌÀÒÔÉÅÉÀ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÐÏÅÍÀ ÓáÄÖËÉÓ

ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ;

• MFS ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÖÛÖÀËÏÃ

ÂÀÌÏÉÈÅÀËÏÓ;

• ÓÀÝÃÄËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÉ ÓÉÖáÅÄ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó

ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÀÙÀË ÀÃÀÐÔÖÒÏÁÀÓ;

• MFS ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÀÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÓÀÆÙÅÒÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ;

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÈáÉ ÀÈßËÄÖËÉÓ ÂÀÍÌÀÅËÏÁÀÛÉ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ

ÂÅáÅÃÄÁÏÃÀ MFS ÌÄÈÏÃÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀ.

ÌÀÈÂÀÍ ÏÒÉ ÚÅÄËÀÆÄ Ö×ÒÏ ÐÏÐÖËÀÒÖËÉ ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ:

(i) ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÄÁÉ (×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ÐÏËÖÓÄÁÉ) ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ ×ÉØÓÉÒÄÁÖË ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ ÄÌÈáÅÄÅÀ

ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓáÄÖËÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÓ ÃÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ä.ß.

×ÓÄÅÃÏÓÀÆÙÅÀÒÓ. ÀÌ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ßÒ×ÉÅ ÀËÂÄÁÒÖË

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÌÃÄ ÖÝÍÏÁÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.
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(ii) ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÐÏËÖÓÄÁÉÓ ÐÏÆÉÝÉÀ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ

ÃÉÓÊÒÄÔÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÍÀßÉËÉ. ÀÌ

×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÀÓ ÌÉÅÚÀÅÀÒÈ ÖÌÝÉÒÄÓ ÊÅÀÃÒÀÔÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÀÒÀßÒ×ÉÅ

ÀÌÏÝÀÍÀÓÈÀÍ.

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÃÀ ÃÀÓÀÁÖÈÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ ÞÉÒÉÈÀÃÉ,

ÀÓÄÅÄ ÄÊÒÀÍÉÓ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÒÏÂÏÒÝ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (Éá. [54]), ÉÓÄ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ

×ÉÆÉÊÉÓ, ÊÄÒÞÏÃ, ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ

ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

7 ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ
ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÀØ ÜÅÄÍ ÂÀÅÀÀÍÀËÉÆÄÁÈ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÓ

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÄÓ

ÌÄÈÏÃÉ ÌÏÉáÓÄÍÉÄÁÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÓáÅÀ ÓÀáÄËÄÁÉÈÀÝ, ÊÄÒÞÏÃ, ÃÀÌÀÔÄÁÉÈ

ßÚÀÒÏÈÀ ÌÄÈÏÃÉ, ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÈÀ ÌÄÈÏÃÉ, ÃÀÌáÌÀÒÄ

ÂÀÌÏÌÓáÉÅÄÁËÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ, ÃÉÓÊÒÄÔÖË ßÚÀÒÏÈÀ ÌÄÈÏÃÉ,

ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÌÖËÔÉÐÏËÖÓÖÒÉ ÔÄØÍÉÊÀ ÃÀ ÓáÅÀ (Éá.

[9, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 21, 55, 56, 57, 58] ÃÀ ÉØ ÝÉÔÉÒÄÁÖËÉ

ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀ).

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀ ÃÀ ÌÃÂÒÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄË

ÈÀÅÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÜÅÄÍ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ

×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÂÄÁÀ

ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀÆÄ ÂÀÒÊÅÄÖË

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÒÖË (ÌÊÅÒÉÅ) ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ. ÒÏÂÏÒÝ ÊÅËÄÅÀÌ ÀÜÅÄÍÀ,

ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ ÓÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ

ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ. ÃÄÔÀËÖÒÀÃ ÀÌ ÓÀÊÉÈáÄÁÓ ØÅÄÌÏÈ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ, ÌÀÂÒÀÌ ÀØ

ÂÅÓÖÒÓ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÜÅÄÍ ÂÀÍÅÀÆÏÂÀÃÄÁÈ ÀÌ ÌÄÈÏÃÓ ÄÊÒÀÍÉÓÀ ÃÀ

ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÀÝ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ËÉÔÄÒÀÔÖÒÀÛÉ ÀÒ

ÚÏ×ÉËÀ ÂÀÍáÉËÖËÉ.

ßÉÍÀÓßÀÒ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÃÄÁÖËÄÁÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÓÀÂÄÁÉ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉÓ ÃÀÓÀ×ÖÞÍÄÁËÀÃ.

ÅÈØÅÀÈ, Ω+ ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÄÀ ÃÀ Ω− = R3\Ω+.

ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S = ∂Ω+ = ∂Ω− ÀÒÉÓ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÁÌÖËÉ ÂËÖÅÉ

ÆÄÃÀÐÉÒÉ, S ∈ C2,α, 0 < α ≤ 1.

ÅÈØÅÀÈ, Si ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÁÌÖËÉ ÛÄÊÒÖËÉ (ËÉÐÛÉÝÉÓ)
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ÍÀá. 4 ×ÉØÔÉÖÒÉ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉ Si ÃÀ Se, Si ⊂ Ω+ ÃÀ Se ⊂ Ω−.

ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ S ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÛÉÂÍÉÈ:

Si ⊂ Ω+. Si ÆÄÃÀÐÉÒÉÈ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Ω+
i ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÝáÀÃÉÀ, Ω+
i ⊂ Ω+.

ÅÈØÅÀÈ, Se ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÛÄÊÒÖËÉ (ËÉÐÛÉÝÉÓ ) ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÅÉÓ

ÛÉÂÍÉÈ ÌÏÉÝÀÅÓ S ÆÄÃÀÐÉÒÓ, Se ⊂ Ω−. Se ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÂÀÒÄ ÀÒÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

Ω−
e -ÉÈ, Ω

−
e ⊂ Ω−.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ S-ÆÄ:

φk (x) = [B (y, ∂y) Γ (x− y, ω)]y=y(k) , k = 1, 2, 3, . . . (410)

y(k) ∈ Si, x ∈ S,

ÓÀÃÀÝ Γ (x− y, ω) äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ,{
y(k)
}∞

ÀÒÉÓ ÈÅËÀÃÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ, ÓÉÌÒÀÅËÄ Si-ÆÄ, B (y, ∂y) ÀÒÉÓ

ÒÏÁÉÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ,

B (y, ∂y) :=
∂

∂n (y)
+ a, y ∈ Si, (411)

a = a1 + ia2, a1, a2 ∈ R,

n (y) ÀÒÉÓ Si ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÏÒÔÉ y ∈ Si ßÄÒÔÉËÛÉ.

ËÄÌÀ 26. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {φk (x)}∞k=1 ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ (ÓÒÖËÉÀ) L2 (S)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ h ∈
L2 (S) ÃÀ ∫

S

φk (x)h (x) ds = 0, k = 1, 2, 3, . . . , (412)

ÌÀÛÉÍ h = 0 S-ÆÄ.
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(410), (411) ÃÀ (412) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÂÅÀÞËÄÅÓ:(
∂

∂n (y)
+ a

)∫
S

Γ (x− y, ω)h (x) dSx, y = y(k) ∈ Si. (413)

ÒÀÃÂÀÍ {y(k)}∞k=1 ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Si-ÆÄ ÃÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

v (y) := VS (h) (y) =

∫
S

Γ (x− y, ω)h (x) dSx (414)

ÄÊÖÈÅÍÉÓ C∞ (Ω+) ÊËÀÓÓ, ÀÌÉÔÏÌ (413))-ÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ v

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÒÏÁÉÍÉÓ ÛÉÂÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÀÌÏÝÀÍÉÓÀ: (
∆+ ω2

)
v (y) = 0, y ∈ Ω+

i , (415){(
∂

∂n (y)
+ a

)
v (y)

}+

= 0, y ∈ Si = ∂Ω+
i . (416)

ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ

v (y) = 0, y ∈ Ω+
i . (417)

ÒÀÃÂÀÍ v ÀÒÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ y ÝÅËÀÃÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ Ω+-ÛÉ, ÀÌÉÔÏÌ

(417)-ÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ:

v (y) = 0, y ∈ Ω+. (418)

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ: {v (y)}+ = Hh (y) = 0 S-ÆÄ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ

ÈÀÍÀáÌÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ h ∈ C1,α (S). ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, v (y) ÀÒÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ

ÂÀÒÄ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ:(
∆+ ω2

)
v (y) = 0, y ∈ Ω−, (419)

{v (y)}− = 0, y ∈ S. (420)

ÒÀÃÂÀÍÀÝ v ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ÃÀ v ∈ Z (Ω−), ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓ

ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, v (y) = 0, y ∈ Ω−. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ{
∂v (y)

∂n (y)

}−

−
{
∂v (y)

∂n (y)

}+

= h (y) = 0, y ∈ S.

ËÄÌÀ 27. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {φk (x)}∞k=1 ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÖÍÃÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÓÀÓÒÖËÉ ØÅÄÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ. ÅÈØÅÀÈ,

v(N) (x) :=
N∑
k=1

ckφk (x) = 0, x ∈ S,

N∑
k=1

|ck| ≠ 0, (421)
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ÀÍÖ, ÒÀÉÌÄ {φk (x)}Nk=1 ØÅÄÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÝáÀÃÉÀ, (
∆+ ω2

)
v(N) (x) = 0, x ∈ R3\

{
y(k)
}N
k=1

, (422)

ÓÀÃÀÝ
{
y(k)
}N
k=1

∈ Si ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉ y(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ

v(N) ∈ C∞
(
R3\

{
y(k)
}N
k=1

)
∩ Z

(
R3\

{
y(k)
}N
k=1

)
. (423)

(421), (422) ÃÀ (423) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ v(N)

ÀÒÉÓ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ

ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÀÃÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ Ω− ÀÒÄÛÉ:(
∆+ ω2

)
v(N) (x) = 0, x ∈ Ω−,{

v(N) (x)
}−

= 0, x ∈ S,

v(N) ∈ C1
(
Ω−
)
∩ Z

(
Ω−) .

ÀÌÉÔÏÌ v (x)=0, x ∈ Ω− ÃÀ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

v (x) = 0, x ∈ R3\
{
y(k)
}N
k=1

. (424)

ÒÀÃÂÀÍ y(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉÀ, (421) ÃÀ (424) ÂÅÀÞËÄÅÓ ck = 0,

k = 1, . . . , N . ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ ËÄÌÀÓ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ËÄÌÀ 26-ÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÅÄÒÓÉÀ.

ËÄÌÀ 28. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {φk (x)}∞k=1 ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Bs
p,p (S)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ, 1 < p <∞, s < 1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÒÏÃÄÓÀÝ s = 0 ÃÀ p = 2, ÌÀÛÉÍ ÃÄÁÖËÄÁÀ

ÄÌÈáÅÄÅÀ ËÄÌÀ 26-Ó. ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ËÄÌÀ 28, ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ,

ÒÏÌ ÈÖ h ÄÊÖÈÅÍÉÓ Bs
p,p (S) ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ, Ä.É. h ∈ B−s

p′,p′ (S),

ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ

⟨φk, h⟩S = 0, k = 1, 2, . . . , (425)

ÓÀÃÀÝ ⟨ , ⟩S ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÃÖÀËÏÁÀÓ Bs
p,p (S) ÃÀ B

−s
p′,p′ (S) ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ,

ÌÀÛÉÍ h = 0.

ÀØ ÜÅÄÍ ÅÉÚÄÍÄÁÈ äÀÍ-ÁÀÍÀáÉÓ (Hahn-Banch) ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÛÄÃÄÂÓ.

ÅÈØÅÀÈ, B ÁÀÍÀáÉÓ ÓÉÅÒÝÄÀ ÃÀ X ßÒ×ÉÅÉ ØÅÄÓÉÅÒÝÄÀ B-ÛÉ. B∗ ÉÚÏÓ B-Ó

ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÓÉÅÒÝÄ. X ßÒ×ÉÅÉ ØÅÄÓÉÅÒÝÄ ÌÊÅÒÉÅÉÀ B-ÛÉ ÀÍÖ X = B,

ÈÖ ÉÌ ×ÀØÔÉÃÀÍ, ÒÏÌ f(x) = 0 ÚÅÄËÀ x ∈ X ÄËÄÌÄÍÔÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ f

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÏÍÀËÉÀ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ B∗ ÓÉÅÒÝÉÃÀÍ, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ,

f = 0.
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ÉÓÄÅÄ ÒÏÂÏÒÝ ËÄÌÀ 26-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÃÒÏÓ, ÀØÀÝ ÌÀÒÔÉÅÀÃ

ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ (425) ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÓÄ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ(
∂

∂n (y)
+ a

)
⟨Γ (x− y, ω) , h⟩S = 0, y ∈ Si. (426)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

v (y) = V (h) (y) = ⟨Γ (x− y, ω) , h⟩S = 0, y ∈ Ω+. (427)

ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ V (h) ∈ H
−s+1+1/p′

p′ (Ω+) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÅÀËÉ S

ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ, ÖÍÃÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀ

−s+ 1 +
1

p′
> 1/p′ ÀÍÖ s < 1. (428)

ÈÖ ÄÓ ÐÉÒÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ

{v (y)}+ = Hh (y) = 0, y ∈ S, (429)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ H ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÄËÉ×ÓÖÒÏÁÉÓÀ ÃÀ

ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ, ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ,

h ∈ C0,β (S). ÀÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÊÉ, ÉÓÄÅÄ ÒÏÂÏÒÝ ËÄÌÀ 26-ÛÉ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ

ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ h = 0.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ

ψk (x) =
∂φk (x)

∂n (x)
, x ∈ S, k = 1, 2, . . . , (430)

ÓÀÃÀÝ φk (x) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (410) ÔÏËÏÁÉÈ ÃÀ n (x) ÀÒÉÓ S

ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÏÒÔÉ x ∈ S ßÄÒÔÉËÛÉ.

ËÄÌÀ 29. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ {ψk (x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÊÅÒÉÅÉÀ L2 ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀØÀÝ ËÄÌÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ h ∈
L2 (S) ÃÀ ∫

S

ψk (x)h (x) dS = 0, k = 1, 2, . . . , (431)

ÌÀÛÉÍ h = 0 S-ÆÄ.{
y(k)
}∞
k=1

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÂÀÌÏ Si ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, (430) ÃÀ

(410) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (431)-ÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ(
∂

∂n (y)
+ a

)∫
S

[
∂

∂n (x)
Γ (x− y, ω)

]
h (x) dSx = 0, y ∈ Si. (432)

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

w (y) = WS (h) (y) , y ∈ R3\S. (433)
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ÌÀÛÉÍ (431) ÃÀ (432) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ:(
∆+ ω2

)
w (y) = 0, y ∈ Ω+

i , (434){(
∂

∂n (y)
+ a

)
w (y)

}+

= 0, y ∈ Si = ∂Ω+
i . (435)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ w ∈ C∞
(
Ω+

i

)
ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÒÏÁÉÍÉÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ w (y) = 0, y ∈ Ω+
i .

ÌÀÛÉÍ, ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ w (y) = 0, y ∈ Ω+. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÛÉÍ

{w (y)}+ =
1

2
h (y) +Kh (y) = 0, y ∈ S. (436)

ÒÀÃÂÀÍ K ÓÖÓÔÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÂÖËÉÀÍÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ

ÀØÄÃÀÍ ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, h ∈ Hs
2(S), ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ

s ∈ R, ÈÖ w ∈ C∞; ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ S ∈ C2,α, ÌÀÛÉÍ h ∈ C1,β (S), 0 < β < α, ÃÀ

w = W (h) ∈ C1,β
(
Ω±
)
∩ Z (Ω−). ÀÌÉÔÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ{

∂w (y)

∂n (y)

}+

=

{
∂w (y)

∂n (y)

}−

= 0

ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ w (y)=0, y ∈
Ω−. ÓÀÁÏËÏÏÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ {w (y)}+ − {w (y)}− = h (y) = 0, ÒÀÝ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ

ÃÄÁÖËÄÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 30. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {ψk} ÌÊÅÒÉÅÉÀ Bs
p,p (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, 1 < p <∞,

s ≤ 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÖÓÔÀÃ ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÉÈ, ÒÏÂÏÒÝ ËÄÌÀ 29-ÉÓ

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ, ÀØÀÝ ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ {ψk} ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Lp (S)-ÛÉ,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÉÓÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ Bs
p,p (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÒÏÝÀ s < 0,

ÒÀÃÂÀÍ Bs
p,p (S) ⊂ B0

p,p (S) ≡ Lp (S).

ËÄÌÀ 31. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {ψk}∞k=1 ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, N ÒÀÉÌÄ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ ÃÀ ck, k = 1, 2, . . . , N

ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ
∑N

k=1 |ck| ̸= 0 ÃÀ

N∑
k=1

ckψk (x) = 0, x ∈ S. (437)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

v(N) (x) =
N∑
k=1

ckψk (x) , x ∈ R3\
{
y(1), . . . , y(N)

}
. (438)
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(437) ÃÀ (438) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ(
∆+ ω2

)
v(N) (x) = 0, x ∈ Ω−, (439){

∂v(N)

∂n (x)

}−

= 0, x ∈ S,

v ∈ C∞ (Ω−) ∩ Z (Ω−) .
ÀÌÉÔÏÌ ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÃÀÍ ÃÀ v(N)

×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÃÀÍ R3\
{
y(1), . . . , y(N)

}
ÀÒÄÛÉ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ

v(N) (x) = 0, x ∈ R3\
{
y(1), . . . , y(N)

}
, ÓÀÉÃÀÍÀÝ

{
y(k)
}N
k=1

ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ

ÃÉÓÊÒÄÔÖËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ck = 0, k = 1, 2, . . . , N .

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÓÔÄÌÀ S-ÆÄ:

Xj (x) = [B (x, ∂x) Γ (x− z, ω)]z=z(j) , j = 1, 1, 3, . . . , (440)

ÓÀÃÀÝ
{
z(j)
}∞
j=1

ÓÉÌÒÀÅËÄ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉÀ Se-ÆÄ,

B (x, ∂x) =
∂

∂n (x)
+ a, x ∈ S, (441)

n (x) ÊÅËÀÅ ÀÒÉÓ S ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÏÒÔÉ x ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÓÀÌÀÒÈËÉÀÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.

ËÄÌÀ 32. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {Xj}∞j=1 ÌÊÅÒÉÅÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÊÅËÀÅ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ h ∈ L2 (S) ÃÀ∫
S

Xj (x)h (x) dS = 0, j = 1, 2, . . . , (442)

ÌÀÛÉÍ h (x) = 0, x ∈ S.

(440), (441) ÃÀ (442) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÃÀ
{
z(j)
}∞
j=1

ÓÉÌÒÀÅËÉÓ Se-ÆÄ

ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÃÀÍ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ , ÒÏÌ

u (z) : =

∫
S

[(
∂

∂n (x)
+ a

)
Γ (x− z, ω)

]
h (x) dSx =

=W (h) (z) + aV (h) (z) = 0, z ∈ Se. (443)

ÝáÀÃÉÀ, u ∈ C∞ (Ω−
e

)
∩ Z (Ω−) ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ u (z) = 0, z ∈ Ω−
e . ÓÀÉÃÀÍÀÝ

ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ u (z) = 0, z ∈ Ω−. ÌÀÛÉÍ

{u (z)}+ = −1

2
h (z) +Kh (z) + aHh (z) = 0, z ∈ S,
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ÃÀ ÊÅËÀÅ ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ h ∈ C1,β (S), 0 < β < α ≤
1. ÀÌÉÔÏÌ u ∈ C1,β

(
Ω+
)
ÃÀ Ω+ ÀÒÄÛÉ ÉÂÉ ÀÒÉÓ ÒÏÁÉÍÉÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ. ÀÌÉÔÏÌ u (z) = 0, z ∈ Ω+. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ {u (z)}+ − {u (z)}− = h (z) = 0, z ∈ S, ÒÀÝ ÀÌÈÀÅÒÄÁÓ

ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÓ.

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ ËÄÌÀ 27, 29 ÃÀ

31-ÛÉ.

ÛÄÃÄÂÉ 33. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {Xj}∞j=1 ÌÊÅÒÉÅÉÀ B
s
p,p (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, 1 < p <

∞ ÃÀ s ≤ 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÉÈ, ÒÏÂÏÒÝ ËÄÌÀ 32-ÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ,

ÅÀÜÅÄÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÃÄÁÖËÄÁÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ Lp (S) = B0
p,p (S) ÓÉÅÒÝÉÓÀÈÅÉÓ.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÉÓÉ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀ Bs
p,p (S) ÓÉÅÒÝÉÓÀÈÅÉÓ,

ÒÀÃÂÀÍ Bs
p,p (S) ⊂ B0

p,p (S), ÒÏÝÀ s < 0.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

Vk (x) =

{
φk (x) , x ∈ SD,

ψk (x) , x ∈ SN ,
(444)

ÓÀÃÀÝ SD ∪ SN = S, φk ÃÀ ψk ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (410) ÃÀ (430) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.

ËÄÌÀ 34. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ {Vk}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÊÅÒÉÅÉÀ B
1−1/p
p,p (SD) × B

−1/p
p,p (SN)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ, 4/3<p<4, ÃÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ (h1, h2)

ÄÊÖÈÅÍÉÓ B
1−1/p
p,p (SD)×B

−1/p
p,p (SN) ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ

(h1, h2) ∈ B̃
−(1−1/p)
p′,p′ (SD)× B̃

1/p
p′,p′(SN) = B̃

−1/p′

p′,p′ (SD)× B̃
1−1/p′

p′,p′ (SN) (445)

ÃÀ

⟨φk, h1⟩SD
+ ⟨ψk, h2⟩SN

= 0, (446)

ÌÀÛÉÍ h1=0 SD-ÆÄ ÃÀ h2=0 SN-ÆÄ. ÀØ ⟨ , ⟩SD
ÃÀ ⟨ , ⟩SN

ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ

ÃÖÀËÏÁÀÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.

ÉÌÀÅÄ ÌÓãÄËÏÁÉÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÆÄÌÏÈ ÌÏÚÅÀÍÉË

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ, (444) ÃÀ (446) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

u (y) = VSD
(h1) (y) +WSN

(h2) (y) = 0, y ∈ Ω+, (447)

ÒÀÃÂÀÍ (446) ÔÏËÏÁÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ ÐÉÒÏÁÀÓ(
∂

∂n(y)
+ a

)
u(y) = 0 Si-ÆÄ.
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (445)-ÉÓ ÞÀËÉÈ

VSD
(h1) ∈ H1

p′,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) , WSN

(h2) ∈ H1
p′,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) , (448)

ÀÌÉÔÏÌ u ∈ H1
p′,loc (Ω

−)∩Z (Ω−) ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ (447) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ (445) ÜÀÒÈÅÉÓ

ÂÀÌÏ ßÚÅÄÔÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

{u}− = 0 SD-ÆÄ ÃÀ

{
∂u

∂n

}−

= 0 SN-ÆÄ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ 4
3
< p < 4, ÌÀÛÉÍ p′-ÉÝ ÉÌÀÅÄ ÖÔÏËÏÁÀÓ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ:

4
3
< p′ < 4.

ÀÌÉÔÏÌ ÂÀÒÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÂÀÌÏ

ÂÅÄØÍÄÁÀ u (y) = 0, y ∈ Ω−. ÌÀÛÉÍ h1 = 0 S-ÆÄ ÃÀ h2 = 0 S-ÆÄ, ÒÀÃÂÀÍ

{u}+ − {u}− = −h2 S-ÆÄ ÃÀ
{

∂u
∂n

}+ −
{

∂u
∂n

}−
= −h1 S-ÆÄ.

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÆÄÌÏÈ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ

ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÈ (Éá. ËÄÌÀ 27, 29, 31).

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÓÉÓÔÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÃÒÏÓ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ.

ÅÈØÅÀÈ, S ÀÒÉÓ Ω1 = Ω+ ÃÀ Ω2 = Ω− ÀÒÄÄÁÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ

ÆÄÃÀÐÉÒÉ, áÏËÏ Si ∈ Ω+ ÃÀ Se ∈ Ω− ÊÅËÀÅ ÉÚÏÓ ÉÌÀÅÄ ÓÔÒÖØÔÖÒÉÓ

ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÉ ÒÀÝ ÆÄÌÏÈ: Si ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÓ S-ÉÓ ÛÉÂÍÉÈ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÀÅÓ

Ω+
i ÀÒÄÓ, áÏËÏ Se ÌÏÉÝÀÅÓ S-Ó ÃÀ ÌÉÓÉ ÂÀÒÄ ÀÒÄ ÉÚÏÓ Ω−

e .{
y(k)
}∞
k=1

ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ Si-ÆÄ, áÏËÏ
{
z(j)
}
ÊÉ -

ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ Se-ÆÄ.

ÅÈØÅÀÈ, Ω1-ÛÉ ÂÅÀØÅÓ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ(
△+ ρ1ω

2
)
u(1) = 0 Ω1-ÛÉ, ρ1 = const > 0,

áÏËÏ Ω2-ÛÉ ÊÉ (
△+ ρ2ω

2
)
u(2) = 0 Ω2-ÛÉ, ρ2 = const > 0.

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ Γ
(
x,
√
ρ1 ω

)
ÃÀ Γ

(
x,
√
ρ2 ω

)
.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

γ(1)(x, y) = Γ (x− y,
√
ρ1 ω) , γ(2) (x, y) = Γ (x− y,

√
ρ2 ω) , (449)

γ
(1)
j (x) = Γ

(
x− z(j),

√
ρ1 ω

)
, z(j) ∈ Se, (450)

γ
(2)
k (x) = Γ

(
x− y(k),

√
ρ2 ω

)
, y(k) ∈ Si, (451)

φ
(2)
k (x) =

[(
∂

∂n (y)
+ a

)
γ(2) (x, y)

]
y=y(k)

, y(k) ∈ Si. (452)
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ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÓÔÄÌÀ

Ψj(x) =

[
γ
(1)
j (x),

∂γ
(1)
j (x)

∂n(x)

]
, x ∈ S, (453)

Φk(x) =

[
φ
(2)
k (x),

∂φ
(2)
k (x)

∂n(x)

]
, x ∈ S. (454)

ËÄÌÀ 35. ÅÄØÔÏÒ-×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

{Ψj (x) ,Φk (x)}∞j,k=1 , x ∈ S, (455)

ÌÊÅÒÉÅÉÀ (ÓÒÖËÉÀ) B1−1/p
p,p (S)×B

−1/p
p,p (S), 1 < p <∞, ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ:

ÈÖ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ h = (h1, h2) ÅÄØÔÏÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÓ

B
1−1/p
p,p (S)×B

−1/p
p,p (S) ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ,

h = (h1, h2) ∈ B
−(1− 1

p)
p′,p′ (S)×B

1
p

p′,p′ (S) ,
1

p
+

1

p′
= 1, (456)

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ,

⟨Ψj, h⟩S = 0 , ⟨Φk, h⟩S = 0, j, k = 1, 2, 3, . . . , (457)

ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÅÄØÔÏÒÉÀ, h1 = 0, h2 = 0 S-ÆÄ.

z(j) ÃÀ y(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÂÀÌÏ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Se ÃÀ Si ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ, (457)-ÃÀÍ (447) ÃÀ (454)

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ∫
S

γ(1)(x, z)h1(x)dSx +

∫
S

∂γ(1)(x, z)

∂n(x)
h2(x)dSx = 0, z ∈ Se, (458)

(
∂

∂n(y)
+ a

)∫
S

γ(2)(x, y)h1(x)dSx +

∫
S

∂γ(2)(x, y)

∂n(x)
h2(x)dSx

 = 0, y ∈ Si.

(459)

ÀÌÉÔÏÌ ÓÔÀÍÃÀÒÔÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ ÛÄÌÃÄÂÉ ÅÄØÔÏÒÄÁÉ

um (y) =

∫
S

γ(m)(x, y)h1(x)dSx +

∫
S

∂γ(m)(x, y)

∂n(x)
h2(x)dSx , y ∈ R3\S, (460)

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ:(
∆+ ρ1ω

2
)
u1 (y) = 0, y ∈ Ω−

e ,

{u1 (y)}− = 0, y ∈ Se,

u1 ∈ C∞(Ω−
l ) ∩ Z(Ω

−)
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ÃÀ (
∆+ ρ2ω

2
)
u2 (y) = 0, y ∈ Ω+

i ,{
∂u2 (y)

∂n (y)

}+

+ a{u2 (y)}+ = 0, y ∈ Si-ÆÄ,

u2 ∈ C∞(Ω+
i ).

ÀÌÉÔÏÌ u1 (y) = 0, y ∈ Ω−
e ÃÀ u2 (y) = 0, y ∈ Ω+

i ÃÀ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ

ÂÅÄØÍÄÁÀ

u1 (y) = 0, y ∈ Ω2 = Ω−, u2 (y) = 0, y ∈ Ω1 = Ω+. (461)

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (456) ÜÀÒÈÅÄÁÓ, ÃÀÅÉÍÀáÀÅÈ, ÒÏÌ

um ∈ H1
p′

(
Ω+
)
,

um ∈ H1
p′,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) .

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÆÄÃÀÐÉÒÖËÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÓ,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ

{um}+S − {um}−S = h2 ,

{
∂um
∂n

}+

S

−
{
∂um
∂n

}−

S

= −h1, m = 1, 2,

ÀÍÖ

h2 = {u1}+ = −{u2}− , h1 = −
{
∂u1
∂n

}+

=

{
∂u2
∂n

}−

.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

{u1}+S + {u2}−S = 0 ,

{
∂u1
∂n

}+

S

+

{
∂u2
∂n

}−

S

= 0.

ÀÌÉÔÏÌ ßÚÅÉËÉ (u1, −u2) ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ u1 = 0 Ω1-ÛÉ ÃÀ u2 = 0 Ω2-ÛÉ,

ÒÀÝ (461) ÔÏËÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÉÞËÄÅÀ h1 = h2 = 0 S-ÆÄ.

ÀÌÉÈ (455) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÉÓ ÓÀÜÅÄÍÄÁËÀÃ, ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ:

ÅÈØÅÀÈ, ÒÀÉÌÄ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N-ÈÅÉÓ ÃÀ ak, bk, k = 1, . . . , N, ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ

ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ
∑N

k=1 (|ak|+ |bk|) ̸= 0, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

N∑
k=1

(akΨk (x) + bkΦk (x)) = 0, x ∈ S. (462)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ

v1 (x) =
N∑
k=1

akγ
(1)
k (x), x ∈ R3\

{
z(1), . . . , z(N)

}
, (463)

v2 (x) =
N∑
k=1

bkφ
(2)
k (x), x ∈ R3\

{
y(1), . . . , y(N)

}
. (464)
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ÝáÀÃÉÀ,

v1 ∈ C∞ (R3\
{
z(1), . . . , z(N)

})
∩ Z

(
R3\

{
z(1), . . . , z(N)

})
, (465)

v2 ∈ C∞ (R3\
{
y(1), . . . , y(N)

})
∩ Z

(
R3\

{
y(1), . . . , y(N)

})
. (466)

(462)-(464)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ(
△+ ρ1ω

2
)
v1 (y) = 0 , x ∈ Ω+,(

△+ ρ2ω
2
)
v2 (y) = 0 , x ∈ Ω−,

{v1}+S + {v2}−S = 0 , x ∈ S,{
∂v1
∂n

}+

S

+

{
∂v2
∂n

}−

S

= 0 , x ∈ S.

ÒÀÃÂÀÍ (465) ÃÀ (466)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, v1 ÃÀ v2 ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÅÄØÔÏÒÄÁÉÀ,

ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

ÂÅÄØÍÄÁÀ

v(1)(x) = 0, x ∈ Ω+ ÃÀ v(2) (x) = 0, x ∈ Ω−.

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ v1 ÃÀ v2 ÅÄØÔÏÒÄÁÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

v1 (x) = 0, x ∈ R3\
{
z(1), . . . , z(N)

}
,

v2 (x) = 0, x ∈ R3\
{
y(1), . . . , y(N)

}
.

ÒÀÃÂÀÍ z(j) ÃÀ y(j) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ (462)-ÃÀÍ

ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ak = bk = 0. ÌÉÙÄÁÖËÉ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ (455)

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀÓ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÓÉÓÔÄÌÀ, ÒÏÌËÉÈÀÝ áÃÄÁÀ ÉÌ ÛÄÒÄÖËÉ

ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÊÄÒÞÏ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÌÏÉÝÀÅÓ ÁÆÀÒÉÓÀ ÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ.

ÀÌ ÔÉÐÉÓ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÌÏÔÉÅÀÝÉÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÂÀÃÀßÄÒÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÓÀáÉÈ (Éá. ØÅÄÐÀÒÀÂÒÀ×É 4.2):(
△+ ρ1ω

2
)
u1 (y) = 0, x ∈ Ω+,(

△+ ρ2ω
2
)
u2 (y) = 0, x ∈ Ω−,{

∂u1
∂n

}+

−
{
∂u2
∂n

}−

= F S-ÆÄ,{
∂u1
∂n

}+

+

{
∂u2
∂n

}−

= F+ + F− SC-ÆÄ,

{u1}+ − {u2}− = f1 ST -ÆÄ,

(467)

ÓÀÃÀÝ u1 ∈ H1
p (Ω

+), u2 ∈ H1
p,loc (Ω

−) ∩ Z (Ω−),

F =

{
F (+) − F (−) SC-ÆÄ,

F1 SC-ÆÄ,
F ∈ B−1/p

p,p (S) ,

F (+), F (−) ∈ B
− 1

p
p,p (SC) , f1 ∈ B

1− 1
p

p,p (ST ) , F1 ∈ B
− 1

p
p,p (ST ) .
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ÌÏÔÉÅÀÝÉÉÓ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÀÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÀØÔÉ. ÈÖ (466) ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ

u1 (x) =
N∑
j=1

ajγ
(1)
j (x), x ∈ Ω+,

u2 (x) =
M∑
k=1

bkφ
(2)
k (x), x ∈ Ω−,

ÌÀÛÉÍ ÓÀàÉÒÏÀ ÃÀÊÌÀÚÏ×ÉËÃÄÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ

N∑
j=1

aj
∂γ

(1)
j (x)

∂n (x)
−

M∑
k=1

bk
∂φ

(2)
k (x)

∂n (x)
≈ F S-ÆÄ,

N∑
j=1

aj
∂γ

(1)
j (x)

∂n (x)
+

M∑
k=1

bk
∂φ

(2)
k (x)

∂n (x)
≈ F+ + F− SC-ÆÄ,

N∑
j=1

ajγ
(1)
j (x)−

M∑
k=1

bkφ
(2)
k (x) ≈ f1 ST -ÆÄ,

ÀÍÖ

N∑
j=1

aj


rS
∂γ

(1)
j (x)

∂n (x)

rSC

∂γ
(1)
j (x)

∂n (x)

rST
γ
(1)
j (x)

−
N∑
k=1

bk


rS
∂φ

(2)
k (x)

∂n (x)

−rSC

∂φ
(2)
k (x)

∂n (x)

rST
φ
(2)
k (x)

 ≈

 F
F+ + F−

f1

 .

ÄÓ ÌÏÓÀÆÒÄÁÀ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÌÏÔÉÅÀÝÉÀÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÅÄØÔÏÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÓÔÄÌÀ

Pj (x) =

[
rS
∂γ

(1)
j (x)

∂n (x)
, rSC

∂γ
(1)
j (x)

∂n (x)
, rST

γ
(1)
j (x)

]T
, j = 1, 2, . . . , (468)

Qk (x) =

[
rS
∂φ

(2)
k (x)

∂n (x)
, rSC

∂φ
(2)
k (x)

∂n (x)
, rST

φ
(2)
k (x)

]T
, j = 1, 2, . . . , (469)

ÓÀÃÀÝ γ
(1)
j (x) ÃÀ φ(2)

k (x) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (450)-(452) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.

ËÄÌÀ 36. ÅÄØÔÏÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {Pj (x) , Qk (x)}∞j, k=1 ÓÒÖËÉÀ

H ≡ B
− 1

p
p,p (S) × B

− 1
p

p,p (SC) × B
1− 1

p
p,p (ST ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, 4

3
< p < 4, ÃÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ S-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÊÅËÀÅ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÆÄÌÏÈ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÌÉÃÂÏÌÄÁÉÈ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÖÍÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ

h = (h1, h2, h3) ÄÊÖÈÅÍÉÓ H ÓÉÅÒÝÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË ÓÉÅÒÝÄÓ

h ∈ B
1
p

p′,p′ (S)× B̃
1
p

p′,p′ (SC)×B
−(1− 1

p)
p′,p′ (ST ) (470)
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ÃÀ

⟨Pj, h⟩ = 0, ⟨Qk, h⟩ = 0, j, k = 1, 2, . . . , (471)

ÌÀÛÉÍ h = 0. ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ z(j) ÃÀ y(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÌÊÅÒÉÅÏÁÀÓ,

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ Se ÃÀ Si ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÆÄ (471) ÀÓÄ ÂÀÃÀÉßÄÒÄÁÀ∫
S

∂γ(1) (x, y)

∂n (x)
h1 (x) dSx +

∫
SC

∂γ(1) (x, y)

∂n (x)
h2 (x) dSx+

+

∫
ST

γ(1) (x, y)h3 (x) dSx = 0 , y ∈ Se, (472)

(
∂

∂n (y)
+ a

)∫
S

∂γ
(2)
j (x, y)

∂n (x)
h1 (x) dSx −

∫
SC

∂γ
(2)
j (x, y)

∂n (x)
h2 (x) dSx+

+

∫
ST

γ
(2)
j (x)h3 (x) dSx

 = 0 , y ∈ Si. (473)

ÀÌÉÔÏÌ, ÊÅËÀÅ ÒÏÁÉÍÉÓ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÂÀÒÄ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ,

ÒÏÌ

w1 (y) =

∫
S

∂γ(1) (x, y)

∂n (x)
h1 (x) dSx +

∫
SC

∂γ(1) (x, y)

∂n (x)
h2 (x) dSx+

+

∫
ST

γ(1) (x, y)h3 (x) dSx = 0 , y ∈ Ω−
e , (474)

w2 (y) =

∫
S

∂γ(2) (x, y)

∂n (x)
h1 (x) dSx −

∫
SC

∂γ(2) (x, y)

∂n (x)
h2 (x) dSx+

+

∫
ST

γ(2) (x, y)h3 (x) dSx = 0 , y ∈ Ω+
i , (475)

ÒÀÃÂÀÍ w1 ∈ C∞ (Ω−
e

)
ÃÀ w2 ∈ C∞

(
Ω+

i

)
.

ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (470) ÜÀÒÈÅÀÓ, ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ wm ∈
H1

p′ (Ω
±) ∩ Z (Ω−), m = 1, 2, ÃÀ Wm ÀÍÀËÉÆÖÒÉÀ Ω± ÀÒÄÄÁÛÉ. ÀÌÉÔÏÌ (474)

ÃÀ (475) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÉÞËÄÅÀ:

w1 (y) = 0, y ∈ Ω−, w2 (y) = 0, y ∈ Ω+. (476)

(474), (475) ÃÀ (476) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ:

{w1}+ − {w1}− = h1 ST -ÆÄ

{w2}+ − {w2}− = h1 ST -ÆÄ

}
⇒ {w1}+ + {w2}− = 0 ST -ÆÄ, (477)
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{
∂w1

∂n

}+

−
{
∂w1

∂n

}+

=−h3 ST -ÆÄ{
∂w2

∂n

}+

−
{
∂w2

∂n

}−

=−h3 ST -ÆÄ

⇒
{
∂w1

∂n

}+

+

{
∂w2

∂n

}−

= 0 ST -ÆÄ, (478)

{
∂w1

∂n

}+

−
{
∂W 1

∂n

}−

= 0 SC-ÆÄ ⇒
{
∂w1

∂n

}+

= 0 SC-ÆÄ, (479){
∂w2

∂n

}+

−
{
∂w2

∂n

}−

= 0 SC-ÆÄ ⇒
{
∂w2

∂n

}+

= 0 SC-ÆÄ, (480)

{w1}+ − {w1}− = h1 + h2 ST -ÆÄ

{w2}+ − {w2}− = h1 − h2 ST -ÆÄ

}
⇒ {w1}+ + {w2}− = h2 ST -ÆÄ, (481)

ÊÅËÀÅ ÂÀÅÉáÓÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ 4
3
< p < 4, ÌÀÛÉÍ 4

3
< p′ < 4. ÀáËÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ,

ÒÏÌ (477), (478), (479) ÃÀ (480) ÐÉÒÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏ, ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÚÅÉËÉ

(w1, −w2) ∈ H1
p′

(
Ω+
)
×
[
H1

p′,loc

(
Ω−) ∩ Z (Ω−) ]

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÒÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÃÀ

ÒÀÃÂÀÍ 4
3
< p′ < 4, ÄÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÔÒÉÅÉÀËÖÒÉÀ

w1 (x) = 0, x ∈ Ω+, w2 (x) = 0, x ∈ Ω−,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

h1 = 0 S-ÆÄ, h2 = 0 SC-ÆÄ ÃÀ h3 = 0 ST -ÆÄ.

ÄÓ ÀÌÔÊÉÝÄÁÓ ËÄÌÉÓ ÐÉÒÅÄË ÍÀßÉËÓ.

{Pj (x) , Qk (x)}∞j,k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÉÓ

ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

N∑
j=1

ajPj (x)−
N∑
k=1

bkQk (x) = 0, (482)

ÀÍÖ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÏÁÒÉÅÀÃ

N∑
j=1

aj[Pj (x)]1 −
N∑
k=1

bk[Qk (x)]1 = 0 S-ÆÄ,

N∑
j=1

aj[Pj (x)]2 −
N∑
k=1

bk[Qk (x)]2 = 0 SC-ÆÄ,

N∑
j=1

aj[Pj (x)]3 −
N∑
k=1

bk[Qk (x)]3 = 0 ST -ÆÄ,

ÓÀÃÀÝ aj ÃÀ bk ÒÀÉÌÄ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ. ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÛÉÍ aj = 0,

bk = 0, j, k = 1, 2, . . . , N .

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

v1 (x) =
N∑
j=1

ajγ
(1)
j (x) , x ∈ R3\

{
z(1), . . . , z(N)

}
, (483)
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v2 (x) =
N∑
k=1

bkφ
(2)
k (x) , x ∈ R3\

{
y(1), . . . , y(N)

}
. (484)

ÝáÀÃÉÀ, v1 ÃÀ v2 ÍÀÌÃÅÉËÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ ÈÀÅÉÓ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÛÉ ÃÀ (482)-(484) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ{
∂v1
∂n

}+

−
{
∂v2
∂n

}−

= 0 S-ÆÄ,{
∂v1
∂n

}+

+

{
∂v2
∂n

}−

= 0 SC-ÆÄ,

{v1}+ − {v2}− = 0 ST -ÆÄ,

v1 ∈ C∞ (Ω+
)
, v2 ∈ C∞ (Ω−

)
∩ Z

(
Ω−) .

ÀÌÉÔÏÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÚÅÉËÉ (v1, v2) ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ

v1 (x) = 0, x ∈ Ω+, v2 (x) = 0, x ∈ Ω−.

ÌÀÛÉÍ, ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ v1(x) = 0 ÃÀ v2(x) = 0 ÈÀÅÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ

ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÒÀÃÂÀÍ z(j) ÃÀ y(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÉÆÏËÉÒÄÁÖËÉÀ, (483) ÃÀ (484)

ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ aj = 0, j = 1, . . . , N , ÃÀ bk = 0, k = 1, . . . , N .

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 37. ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ ÀÒÉÓ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÃÄÓÀÝ Ω+ ÃÀ Ω− ÀÒÄÄÁÛÉ ÂÅÀØÅÓ ÄÒÈÉ ÃÀ

ÉÂÉÅÄ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÃÀ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÐÉÒÏÁÄÁÉ ST -ÆÄ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÜÅÄÍ ÂÅÀØÅÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÉ ÁÆÀÒÉÓ

ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓÀÝ. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, (466) ÀÌÏÝÀÍÀÛÉ ÖÍÃÀ

ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ ρ1 = ρ2 = 1, F1 = 0 ÃÀ f1 = 0 ST -ÆÄ, ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ

ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÉÂÉÅÄ ÒÜÄÁÀ.

ÀÌ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÊÅËÄÅÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÉÓ ÀÒÉÓ, ÒÏÌ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀÅÉÚÅÀÍÄÈ ÌÏÝÄÌÖË ÓÒÖË ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ

ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ ÓÀÊÉÈáÆÄ. ÝáÀÃÉÀ, ÀÌ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÉÓ ÒÉÝáÅÉÈÉ

ÒÄÀËÉÆÀÝÉÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÊÅËÀÅ ÀÒÓÄÁÉÈ ÓÉÒÈÖËÄÄÁÈÀÍ, ÒÀÝ ÝÀËÊÄ

ÊÅËÄÅÉÓ ÓÀÂÀÍÉÀ.

8 ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ
ÈÄÏÒÉÀÛÉ

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ÐÄÒÉÏÃÛÉ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÀÌÏÓÀáÓÍÄËÀÃ ×ÀÒÈÏÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ
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ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉ. ÛÄØÌÍÉËÉÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ

(ÓÉÂ) ÌÄÈÏÃÉÓ ÏÒÉ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÀ. ÐÉÒÅÄË ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÀÛÉ, ÒÏÌÄËÓÀÝ

ÓÉÂ-ÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÌÄÈÏÃÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ, ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÆÄ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ ÅÄØÔÏÒÉÓ ÆÏÂÀÃÉ

ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ - ÓÏÌÉËÉÀÍÉÓ ÔÉÐÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÌÄÏÒÄ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÀÛÉ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÏÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ ÃÀ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÓÀáÉÈ.

ÀÙÓÀÍÉÛÍÀÅÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÆÄÝ

ÌÉÉÚÅÀÍÄÁÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ

ÄËÉ×ÓÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÓ ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÓÄÈÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉ. ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÄÁÛÉ [59, 60, 61]

ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ÀÌÏáÓÍÉËÉ ÌÚÀÒÉ

ÃÄ×ÏÒÌÀÃÉ ÓáÄÖËÉÓ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÌÒÀÅÀËÉ ÐÒÀØÔÉÊÖËÉ

ÀÌÏÝÀÍÀ. ÀÌ ÌÄÈÏÃÉÓ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÀÓÐÄØÔÄÁÉ ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈÀÀ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÍÀÛÒÏÌÄÁÛÉ [14, 50]-ÛÉ. ÀØÅÄ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÖËÉ

ÁÉÁËÉÏÂÒÀ×ÉÉÓ ÍÀáÅÀ. [14] ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÀÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ

ÌÄÈÏÃÉ ÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÌ ÌÄÈÏÃÓ ÖßÏÃÄÁÄÍ -

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÓ (×ÀÌ). ÀÌ ÌÄÈÏÃÉÓ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÉÓÀ ÃÀ

ÌÉÓÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÉÌ ÌÉÃÂÏÌÉÈ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÚÅÀÍÉËÉÀ

ÌÉÈÉÈÄÁÖË ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÀÛÉ, ÓÀàÉÒÏÀ ãÄÒ ÈÄÏÒÉÖËÀÃ ÂÀÌÏÅÉÊÅËÉÏÈ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÌÓãÄËÏÁÄÁÛÉ

ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ÊÄËÅÉÍÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÉÓ ÝáÀÃÉ ÓÀáÄ

ÃÀ ÌÉÓÉ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ. ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÓ ÉÓ

ÖÐÉÒÀÔÄÓÏÁÀ ÀØÅÓ, ÒÏÌ ÉÂÌ-ÓÀÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, ÀØ ÂÀÌÏÈÅËÄÁÉÓ ÃÒÏÓ

ÉÍÔÄÂÒÀËØÅÄÛÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÒ ÛÄÉÝÀÅÄÍ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÀÓ. ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ×ÀÒÈÏÃ ÀÒÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ [55] ÌÏÍÏÂÒÀ×ÉÀÛÉ

ÌÒÀÅÀËÉ ÐÒÀØÔÉÊÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÓÀáÓÍÄËÀÃ.

ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ×ÀÌ-ÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖË ÈÄÏÒÉÀÛÉ. ØÅÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ

ÂÀÒÄÌÏÓ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÚÅÄËÀ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ

ÀÌÏÝÀÍÀ. ×ÀÌ-ÉÓ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖË ÈÄÏÒÉÀÛÉ

ÒÈÖËÃÄÁÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÀÔÒÉÝÀ

ÀÒ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. ÌÉÙÄÁÖËÉ

ÛÄÃÄÂÄÁÉÓ ÂÀÃÀÔÀÍÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓÀ ÃÀ

ÌÃÂÒÀÃÉ ÒáÄÅÉÓÀ Ö×ÒÏ ÒÈÖËÉ ÌÏÃÄËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ØÅÄÌÏÈ ÜÅÄÍ ÀÒÓÄÁÉÈÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ [62] ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÌÉÙÄÁÖË

ÛÄÃÄÂÄÁÓ, ÓÀÃÀÝ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÈÄÏÒÉÉÓ

ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÈ.
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ÀÌÏÝÀÍÀ (I)±. ÅÈØÅÀÈ, Ω+ ⊂ R3 ÓÀÓÒÖËÉ ÃÉÀÌÄÔÒÉÓ ÌØÏÍÄ ÀÒÄÀ ÁÌÖËÉ

S = ∂Ω+ ÓÀÆÙÅÒÉÈ: Ω+ = Ω+ ∪ S, Ω− = R3\Ω+. ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ S ÀÒÉÓ

C2,α, 0 < α ≤ 1, ÊËÀÓÉÓ ÆÄÃÀÐÉÒÉ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ:

A (∂x)u (x) = 0, x ∈ Ω±, (485)

[u (z)]± = f (x) , z ∈ S, (486)

ÓÀÃÀÝ A ÄËÉ×ÓÖÒÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ßÏÍÀÓßÏÒÏÁÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÃÀÍ:

A (∂) = ∥Akj (∂x)∥3×3, Akj (∂x) = ckpjq∂p∂q, ∂k =
∂

∂xk
, k, j = 1, 2, 3, (487)

ckjpq = cpqkj = cjkpq ÃÒÄÊÀÃÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, u = (u1, u2, u3)
⊤ - ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ

ÅÄØÔÏÒÉÀ, f = (f1, f2, f3)
⊤ ÀÒÉÓ S-ÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÅÄØÔÏÒ ×ÖÍØÝÉÀ, fj ∈

C1,β (S), 0 < β < α ≤ 1, j = 1, 2, 3.

(487)-ÛÉ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ ÀãÀÌÅÀ 1-ÃÀÍ 3-ÌÃÄ ÂÀÍÌÄÏÒÄÁÉÈÉ ÉÍÃÄØÓÄÁÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ. (·)⊤ ÓÉÌÁÏËÏ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÔÒÀÍÓÐÏÍÉÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÀÓ.

A ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Γ = ∥Γkj∥3×3

ÓÉÌÁÏËÏÈÉ (ÉáÉËÄ [62]):

Γ (x) = − 1

8π2 |x|

∫ 2π

0

A−1 (aη) dφ, (488)

ÓÀÃÀÝ η = (cosφ, sinφ, 0), a = ∥akj∥3×3 - ÉÓÄÈÉ ÏÒÈÏÂÏÍÀËÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÀÀ,

ÒÏÌ a⊤x⊤ = (0, 0, |x|)⊤.
ãÄÒ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÉÂÀ (I)+ ÀÌÏÝÀÍÀ. [62]-ÛÉ ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ, ÒÏÌ ÀÌÏÝÀÍÀ

(I)+ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉÀ ÃÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ

ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÓÀáÉÈ:

u (x) =

∫
S

[T (∂y, n (y)) Γ (y − x)]⊤g (y) dSy, x ∈ Ω+, (489)

ÓÀÃÀÝ n (y) ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÏÒÔÉ y ∈ S ßÄÒÔÉËÛÉ, T (∂y, n) ÞÀÁÅÉÓ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ

T (∂, n) = ∥Tkj (∂, n)∥3×3, Tkj (∂, n) = ckpjqnp∂q. (490)

ÓÉÌÊÅÒÉÅÄ g = (g1, g2, g3)
⊤ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ

ÓÉÍÂÖËÀÒÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÍÏÒÌÀËÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ

−1

2
g (z) +

∫
S

[T (∂y, n (y)) Γ (y − z)]⊤g (y) dSy = f (z) , z ∈ S. (491)
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ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ gk ∈ C1,β (S)

ÃÀ

∥g∥L2(S)
≤ c∥f∥L2(S)

, c = const > 0, (492)

ÓÀÃÀÝ ∥·∥L2(S)
ÀÒÉÓ ÍÏÒÌÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ:

∥g∥2L2(S) =

∫
S

(
|g1 (z)|2 + |g2 (z)|2 + |g3 (z)|2

)
dSz.

(489)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ∀x ∈ Ω+
0 ⊂ Ω+:

|∂γu (x)| ≤ c0∥g∥L2(S) ≤ c1∥f∥L2(S), (493)

ÓÀÃÀÝ γ = (γ1, γ2, γ3) ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖËÔÉ ÉÍÃÄØÓÉÀ.

ÊÏÛÉ-ÁÖÍÉÀÊÏÅÓÊÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (489)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

|u (x)|2 ≤

∫
S

|g (y)|
|x− y|2

dSy

2

=

∫
S

1

|x− y|1−δ
· |g (y)|
|x− y|1+δ

dSy

2

≤
∫
S

dSy

|x− y|2−2δ
·
∫
S

|g (y)|2

|x− y|2+2δ
dSy ≤ c

∫
S

|g (y)|2

|x− y|2+2δ
dSy ∀x ∈ Ω+. (494)

ÀÅÉÙÏÈ δ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ 2δ < 1; ÌÀÛÉÍ (494)-ÃÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ∫
Ω+

|u (x)|2 dx ≤
∫
Ω+

dx

∫
S

c|g (y)|2

|x− y|2+2δ
dSy ≤ c

∫
S

|g (y)|2dSy

∫
Ω+

dx

|x− y|2+2δ
.

ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÁÏËÏÏÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

∥u∥L2(Ω+) ≤ c∥g∥L2(S) ≤ c∥f∥L2(S). (495)

ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ËÄÌÉÓ ÓÀáÉÈ.

ËÄÌÀ 38. ÈÖ u (485)-(486) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ÌÏÍÀáÓÍÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ (489) ÓÀáÉÈ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (493) ÃÀ (495)

ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÓ.

ÀáËÀ ÛÄÅÖÃÂÄÈ (485)-(486) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÀÓ.

ÅÈØÅÀÈ,

x0∈Ω+, B (x0, ρ) =
{
x ∈ R3 : |x− x0| < ρ, ρ > 0

}
, Σ0 = ∂B (x0, ρ) .

ÜÀÅÈÅÀËÏÈ, ÒÏÌ Ω+ ∩B (x0, ρ) = ∅.
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

{
x(k)
}∞
k=1
-ÉÈ x(k) =

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , x

(k)
3

)
∈ Σ0 ßÄÒÔÉËÈÀ ÚÅÄËÂÀÍ

ÌÊÅÒÉÅÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ Σ0-ÆÄ.
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ÅÈØÅÀÈ, Γ(j) ÀÒÉÓ Γ ÌÀÔÒÉÝÉÓ j-ÖÒÉ ÓÅÄÔÉ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÅÄØÔÏÒÈÀ

ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ:

φ(1) (x)=Γ(1)
(
x− x(1)

)
, φ(2) (x)=Γ(2)

(
x− x(1)

)
, φ(3) (x)=Γ(3)

(
x− x(1)

)
,

φ(4) (x)=Γ(1)
(
x− x(2)

)
, φ(5) (x)=Γ(2)

(
x− x(2)

)
, φ(6) (x)=Γ(3)

(
x− x(2)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φ(3k−2)(x)=Γ(1)

(
x−x(k)

)
, φ(3k−1)(x)=Γ(2)

(
x−x(k)

)
, φ(3k)(x)=Γ(3)

(
x−x(k)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(496)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

Φ (Σ0) =
{
φ(k) (x)

}∞
k=1

, x∈Σ0. (497)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (497) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÅÄØÔÏÒÉ (485) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ R3\Σ0-ÛÉ.

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 39. Φ (Σ0) ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÒÀÉÌÄ h ∈ L2 (S) ÅÄØÔÏÒÉÓÀÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ

ÏÒÈÏÂÏÍÀËÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ∫
S

h (y)φ(k) (y) dSy = 0, k = 1,∞. (498)

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÛÉÍ h = 0.

(498) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ∫
S

h (y) Γ
(
y − x(k)

)
dSy = 0. (499)

ÀÅÀÂÏÈ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

V (x) =

∫
S

Γ (x− y)h (y) dSy. (500)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ (500) ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ, ÒÏÝÀ h ∈ L2 (S),

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ x ÝÅËÀÃÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒ ÅÄØÔÏÒÓ Ω+ ÃÀ Ω−

ÀÒÄÄÁÛÉ [62]. V ÅÄØÔÏÒÉÓ Σ0-ÆÄ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÀ ÃÀ
{
x(k)
}
ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

Σ0-ÛÉ ÌÊÅÒÉÅÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

V (x) = 0, x ∈ Σ0.

ÒÀÃÂÀÍ V ÀÒÉÓ (485) ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ R3\S-ÛÉ, ÀÌÉÔÏÌ (I)+

ÀÌÏÝÀÍÉÓ B (x0, ρ) ÀÒÄÛÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ

ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ, ÒÏÌ

V (x) = 0, x ∈ B (x0, ρ) .
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ÀØÄÃÀÍ, V ÅÄØÔÏÒÉÓ Ω− ÀÒÄÛÉ ÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ

V (x) = 0, x ∈ Ω−. (501)

ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (500) ÃÀ (501)-ÃÀÍ

ÂÅÄØÍÄÁÀ:

[T (∂z, n (z))V (z)]− =
1

2
h (z) +

∫
S

T (∂z, n (z)) Γ (z − y)h (y) dSy = 0, (502)

ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ z ∈ S -ÈÅÉÓ.

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ [14, 62] (502)

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÃÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ, ÒÏÌ h ∈ C1,β (S), 0 < β < α. ÌÀÛÉÍ V ÉØÍÄÁÀ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÅÄØÔÏÒÉ Ω+-ÛÉ ÃÀ Ω−-ÛÉ. ÌÀÛÉÍ (501)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÒÄÏÁÓ,

ÒÏÌ

V (x) = 0, x ∈ Ω+.

ÀáËÀ, ÈÖ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ÌÀÒÔÉÅÉ ×ÄÍÉÓÀÈÅÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÓ,

ÌÉÅÉÙÄÁÈ ([62])

[T (∂z, n(z))V (z)]− − [T (∂z, n(z))V (z)]+ = h (z) = 0, z ∈ S.

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÅÄØÔÏÒÈÀ Φ (Σ0) ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ L2 (S)-ÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 40. ÓÉÓÔÄÌÀ Φ (Σ0) ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ck
(
k = 1, n

)
ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌ

ÓÒÖËÃÄÁÀ ÐÉÒÏÁÀ

ψn (z) ≡
n∑

k=1

ckφ
(k) (z) = 0, z ∈ S, (503)

ÓÀÃÀÝ n ÒÀÉÌÄ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ.

ÌÀÛÉÍ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÅÄØÔÏÒÉ

ψn (z) ≡
n∑

k=1

ckφ
(k) (z) (504)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ (I)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖË ÀÌÏÍÀáÓÍÓ Ω+

ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

ψn (z) = 0, z ∈ Ω+. (505)

ψn ÅÄØÔÏÒÉÓ R3\ {x1, . . . , xp}-ÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÓÀÃÀÝ p = n
3
, ÈÖ

n 3-ÉÓ ãÄÒÀÃÉÀ ÃÀ p = 1 +
[
n
3

]
ÓáÅÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ, (505)-ÃÀÍ

ÂÅÄØÍÄÁÀ

ψn (z) = 0, z ∈ R3\
{
x(1), . . . , x(p)

}
. (506)
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ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ε > 0 ÉÌÃÄÍÀÃ ÌÝÉÒÄ, ÒÏÌ ÁÉÒÈÅÉ B
(
x(q), ε

)
, q = 1, . . . , p, ÀÒ

ÛÄÉÝÀÅÃÄÓ x(1), . . . , x(q−1), x(q+1), . . . , x(p) ßÄÒÔÉËÄÁÓ. ÅÈØÅÀÈ, Sq = ∂B
(
x(q), ε

)
.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÅÄØÔÏÒÉ

T (∂z, n (z))ψn (z) =
n∑

k=1

ckT (∂z, n (z))φ
(k) (z) , z ∈ Sq,

ÓÀÃÀÝ n (z) ÀÒÉÓ Sq ÆÄÃÀÐÉÒÉÓ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉ z ßÄÒÔÉËÛÉ:

n (z) =
z − x(q)

|z − x(q)|
.

ÌÀÛÉÍ, ∫
Sq

T (∂z, n (z)) Γ (x− z)dSz =

{
0, x /∈ B

(
x(q), ε

)
,

I, x ∈ B
(
x(q), ε

)
,

q = 1, n,

ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ [62], (506)-ÃÀÍ ÅÀÓÊÅÍÉÈ,

ck = 0, k = 1, n.

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, Φ (Σ0) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÚÏÅÄËÉ ØÅÄÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ.

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ 40 ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÅÄØÔÏÒÈÀ φ(1), φ(2), . . . , φ(N) ÓÉÓÔÄÌÀÆÄ ÌÏàÉÌÖËÉ ßÒ×ÉÅÉ ÂÀÒÓÉ

ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ LN-ÉÈ:

LN = L
{
φ(1), φ(2), . . . , φ(N)

}
, (507)

N ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ.

ÅÈØÅÀÈ,

u(N) (x) =
N∑
k=1

akφ
(k) (x), x ∈ Ω

+
. (508)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (508) ÅÄØÔÏÒÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (I)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÃÀ

S-ÆÄ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

[
u(N) (z)

]+
=

N∑
k=1

akφ
(k) (z), z ∈ S. (509)

(497) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ

ÉÓÄÈÉ N ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ak (k = 1, . . . , N) ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f-ÓÀÈÅÉÓ

C1,β (S) ÊËÀÓÉÃÀÍ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀÓ∥∥f − fN
∥∥
L2(S)

< ε, (510)
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ÓÀÃÀÝ ε > 0 ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ,

f (N) (z) =
N∑
k=1

ak
(k)
φ (z). (511)

ÌÀÛÉÍ, (I)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÉÓÀ ÃÀ ËÄÌÀ 38-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ∣∣∂γu (x)− ∂γuN (x)
∣∣ < c0

∥∥f − f (N)
∥∥
L2(S)

< c1ε, x ∈ Ω+
0 ⊂ Ω+, (512)∥∥u− u(N)

∥∥
L2(Ω+)

≤ c2
∥∥f − f (N)

∥∥
L2(S)

< c3ε, (513)

ÓÀÃÀÝ u ÀÒÉÓ (485)-(486) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ, áÏËÏ u(N) ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

(508) ×ÏÒÌÖËÉÈ. ck, k = 0, 1, 2, 3, ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ S

ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ ÃÀ ÃÒÄÊÀÃ ÌÖÃÌÉÅÄÁÆÄ.

(512) ÃÀ (513) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ Ω+ ÀÒÉÓ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÛÉ (ÀÍÖ Ω+
0 ⊂ Ω+ ÀÒÄÛÉ) u(N) (x) ÊÒÄÁÀÃÉÀ

u (x)-ÓÊÄÍ Ck
(
Ω+

0

)
ÌÄÔÒÉÊÉÈ, áÏËÏ Ω+ ÀÒÄÛÉ u(N) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ

u-ÓÊÄÍ L2 (Ω+) ÌÄÔÒÉÊÉÈ. ÀÌ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, u(N) ÅÄØÔÏÒÓ

ÅÖßÏÃÏÈ (I)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

ÆÄÌÏÈ ÌÏÚÅÀÍÉËÉ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ u(N)

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ u ÆÖÓÔ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀÍ ÓÉÀáËÏÅÄÓ

ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó f (N)ÃÀ f ÅÄØÔÏÒÄÁÉÓ ÓÉÀáËÏÅÄ, ÓÀÃÀÝ f (N)-Ó ÀØÅÓ (511)

ÓÀáÄ. f ÅÄØÔÏÒÉÓ f (N) ÅÄØÔÏÒÄÁÉÈ ÓÀÖÊÄÈÄÓÏ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ

ÖÆÒÖÍÅÄËÓÀÚÏ×ÀÃ ÌÏÅÉØÝÄÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ. (511) ×ÏÒÌÖËÀÛÉ ak

ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÌ

FN =
∥∥f − f (N)

∥∥2
L2(S)

(514)

ÌÉÉÙÏÓ ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ LN ßÒ×ÉÅ ÂÀÒÓÆÄ (Éá. (507)).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ

FN = ∥f∥2L2(S) +
N∑

k,j=1

akaj
(
φ(k), φ(j)

)
− 2

N∑
k=1

(
f, φ(k)

)
ak, (515)

ÓÀÃÀÝ ÓÉÌÁÏËÏ (f, g) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ f = (f1, f2, f3) ÃÀ g = (g1, g2, g3) ÅÄØÔÏÒÄÁÉÓ

ÓÊÀËÀÒÖË ÍÀÌÒÀÅËÓ L2 (S) ÓÉÅÒÝÉÓ ÀÆÒÉÈ.

ÛÄÌÏÅÉÔÀÍÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

Akj =
(
φ(k), φ(j)

)
= Ajk,

(
f, φ(k)

)
= bk, k, j = 1, N. (516)

ÌÀÛÉÍ, (515) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÓ ÌÉÍÉÌÀËÖÒÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

ÓÀÞÉÄÁÄËÌÀ ak ÌÖÃÌÉÅÄÁÌÀ ÖÍÃÀ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÏÍ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

N∑
j=1

Akjaj = bk, k = 1, N. (517)

ÈÄÏÒÄÌÀ 40-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÃÄÁÖËÄÁÀ.
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ËÄÌÀ 41. ÌÀÔÒÉÝÀ A = ∥Akj∥, ÓÀÃÀÝ Akj ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (516) ×ÏÒÌÖËÉÈ, ÀÒÉÓ

ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ.

ÀÌÉÔÏÌ, (517) ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÀØÅÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ bk

ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀ

a = A−1b, (518)

ÓÀÃÀÝ a = (a1, . . . , aN)
⊤, b = (b1, . . . , bN)

⊤, áÏËÏ A−1 ÀÒÉÓ A ÌÀÔÒÉÝÉÓ

ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ.

ÈÖ ak ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÌÉÙÄÁÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ ÜÀÅÓÅÀÌÈ (508)-

ÛÉ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ LN ßÒ×ÉÅÉ ÂÀÒÓÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ (I)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ

ÀÌÏÍÀáÓÍÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 42. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÀÂÏÈ (I)− ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉ Ω− ÀÒÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Σ0-Ó ÒÏËÛÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÙÏÈ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ Ó×ÄÒÖËÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÈËÉÀÍÀÃ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉÀ Ω+

ÀÒÄÛÉ.

ÀÌÏÝÀÍÀ (II)±. ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÄÏÒÄ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÀ:

A (∂x)u (x) = 0, x ∈ Ω+, (519)

[T (∂z, n (z))u (z)]
+ = f (z) , z ∈ S. (520)

ÀØ n (z) ÀÒÉÓ ÂÀÒÄ ÍÏÒÌÀËÉÓ ÏÒÔÉ z ∈ S ßÄÒÔÉËÛÉ.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ

ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ [62]∫
S

f (y)χ(j) (y) dSy = 0, j = 1, 6, (521)

ÓÀÃÀÝ χ(j) ÅÄØÔÏÒÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

{
χ(1), . . . , χ(6)

}
=


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

 0
−x3
x2

 ,

 x3
0

−x1

 ,

 −x2
x1
0


(522)

ÃÀ ÉÓÉÍÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ áÉÓÔÉ ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ

ÅØÔÏÒÄÁÉÓ ÓÒÖË ÓÉÓÔÄÌÀÓ.

[62]-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ, ÒÏÌ ÈÖ S ∈ C2,α ÃÀ f ∈ C0,β (S), 0 < β <

α ≤ 1, ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ (521) ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ (519)-(520) ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÀØÅÓ

ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ u ∈ C1
(
Ω+
)
∩ C2 (Ω+), ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ

áÉÓÔÉ ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ ÅØÔÏÒÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, áÏËÏ ÞÀÁÅÉÓÀ ÃÀ ÃÄ×ÏÒÌÀÝÉÉÓ

ÔÄÍÆÏÒÄÁÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ ÝÀËÓÀáÀÃ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ.
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ÅÈØÅÀÈ, Σ0 ÉÂÉÅÄ Ó×ÄÒÖËÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉÀ, ÒÀÝ ÆÄÌÏÈ ÂÀÍÅÉáÉËÄÈ, ÃÀ

S-ÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÅÄØÔÏÒÈÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÉÓÔÄÌÀ

Ψ(Σ0) =
{
ψ(j) (z)

}∞
j=1

∪
{
χ(j) (z)

}6
j=1
, z ∈ S, (523)

ÓÀÃÀÝ

ψ(j) (z) = T (∂z, n (z))φ
(j) (z) , j = 1,∞, (524)

ÃÀ φ(j) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (496) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.

ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÈÄÏÒÄÌÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 43. Ψ(Σ0) ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ h ∈ L2 (S) ÅÄØÔÏÒÉ, ÒÏÌ(
h, ψ(j)

)
= 0, j = 1,∞, (525)(

h, χ(q)
)
= 0, q = 1, 6. (526)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÌÀÂÉ ×ÄÍÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉ

W (x) =

∫
S

[T (∂y, n (y)) Γ (y − x)]⊤h (y) dSy, x ∈ R3\S. (527)

(525) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ x(k) ∈ Σ0, k = 1,∞,
ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ W ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ áÃÄÁÀ ÃÀ {x(k)}∞k=1 ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓ

Σ0-ÛÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÂÀÌÏ

W (x) = 0, x ∈ Σ0.

ÀÌÉÔÏÌ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

W (x) = 0, x ∈ B (x0, ρ) .

W ÅÄØÔÏÒÉÓ Ω− ÀÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ

W (x) = 0, x ∈ Ω−. (528)

ÌÀÛÉÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ z ∈ S-ÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ

[W (z)]− = −1

2
h (z) +

∫
S

[T (∂y, n (y)) Γ (y − z)]⊤h (y) dSy = 0. (529)

(529) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÍÏÒÌÀËÖÒ ÓÉÍÂÖËÀÒÖË ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ h-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÜÀÒÈÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

ÒÏÝÀ S ∈ C2,α, (529) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÚÅÄËÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ C1,β ÊËÀÓÓ,

0 < β < α ≤ 1. ÀÌÉÔÏÌ (527) ÅÄØÔÏÒÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ Ω+ ÃÀ Ω− ÀÒÄÄÁÛÉ:

W ∈ C1
(
Ω±
)
∩ C2

(
Ω±) .
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ËÉÀÐÖÍÏÅ-ÔÀÖÁÄÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÀØÅÓ (Éá. [62]):

[T (∂z, n (z)W (z))]+ = [T (∂z, n (z)W (z))]− = 0.

ÌÀÂÒÀÌ ÌÀÛÉÍ (Éá. [62])

W (x) =
6∑

q=1

cqχ
(q) (x), x ∈ Ω+.

ÒÀÃÂÀÍ

[W (z)]+ − [W (z)]
−
= h (z) ,

ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÄØÍÄÁÀ

h (z) =
6∑

q=1

cqχ
(q) (x).

{
χ(q)
}6
1
ÅÄØÔÏÒÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, (526)

ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ cq = 0, q = 1, 6 ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ h (z) = 0, z ∈ S.

ÈÄÏÒÄÌÀ 44. ÓÉÓÔÄÌÀ Ψ(Σ0) ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÉÞÄÁÍÄÁÀ ÉÓÄÈÉ βq ÃÀ cj ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌ

ψ (z) =
N∑
j=1

cjψ
(j) (z) +

M∑
q=1

βqχ
(q) (z) = 0, z ∈ S, (530)

ÓÀÃÀÝ N ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ ÃÀ M ≤ 6.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ j ÃÀ q -ÓÀÈÅÉÓ:(
ψ(j), χ(q)

)
= 0.

ÄÓ ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÀ ÌÀÒÔÉÅÀÃ ÂÀÌÏÃÉÓ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÃÀÍ∫
Ω+

[Au · v − u · Av] dx =

∫
S

[Tu · v − u · Tv] dS, (531)

ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ u = φ(j) ÃÀ v = χ(q).

(530) ÃÀ (531)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ

(
ψ, χ(p)

)
=

M∑
q=1

βq
(
χ(q), χ(p)

)
= 0, p = 1,M,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ βq = 0, q = 1,M . ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ

ψ (z) =
N∑
j=1

cjψ
(j) (z) = 0, z ∈ S. (532)
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ÈÖ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÅÄØÔÏÒÓ

φ (x) =
N∑
j=1

cj
(j)
φ (x) , x ∈ Ω+, (533)

ÌÀÛÉÍ (532) ÐÉÒÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

T (∂z, n (z))φ (z) =
N∑
j=1

cjψ
(j) (z) = 0, z ∈ S.

ÀÌÉÔÏÌ (II)+ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ

ÞÀËÉÈ, ÃÀÅÀÓÊÅÍÉÈ ÒÏÌ φ (x) áÉÓÔÉ ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ ÅÄØÔÏÒÉÀ:

φ (x) =
6∑

q=1

αqχ
(q) (x) = 0, x ∈ Ω+.

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

N∑
j=1

cjφ
(j) (x)−

6∑
q=1

αqχ
(q) (x) = 0, x ∈ Ω+. (534)

ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, (534) ÔÏËÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ R3\
{
x(1), . . . , x(m)

}
-ÆÄ,

ÓÀÃÀÝ m = N
3
, ÈÖ N ÀÒÉÓ 3-ÉÓ ãÄÒÀÃÉ, ÃÀ m = 1 +

[
N
3

]
ÃÀÍÀÒÜÄÍ

ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ.

ÀáËÀ, ÉÓÄÅÄ ÒÏÂÏÒÝ ÈÄÏÒÄÌÀ 40-ÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ, (534))-ÃÀÍ

ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ cj = 0, j = 1, N ; ÌÀÂÒÀÌ, ÌÀÛÉÍ αq = 0, q = 1, 6.

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, Ψ(Σ0) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÚÅÄËÀ ØÅÄÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉÀ

L2 (S)-ÛÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÈÖ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ f ÅÄØÔÏÒÉ

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ (521) ÐÉÒÏÁÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÌÉÓÉ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀ

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÆÖÓÔÉÈ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ

f (N) (z) =
N∑
j=1

ajψ
(j) (z) (535)

ÓÀáÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ, ÓÀÃÀÝ aj ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÛÄÒÜÄÖËÉ

ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ.

×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ N-ÓÀÈÅÉÓ ÅÄØÔÏÒÈÀ
{
ψ(j)

}N

j=1
ÓÉÓÔÄÌÀÆÄ ÌÏàÉÌÖËÉ

ßÒ×ÉÅÉ ÂÀÒÓÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ LN = L
{
ψ(1), . . . , ψ(N)

}
.

N ÀÅÉÙÏÈ ÉÌÃÄÍÀÃ ÃÉÃÉ, ÒÏÌ

min
f (N)∈LN

∥∥f − f (N)
∥∥2
L2(S)

< δ, (536)
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ÓÀÃÀÝ δ > 0 ßÉÍÀÓßÀÒ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÒÉÝáÅÉÀ.

ÉÌÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÌ
∥∥f − f (N)

∥∥2
L2(S)

×ÖÍØÝÉÏÍÀËÌÀ LN-ÆÄ ÖÌÝÉÒÄÓÉ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÌÉÉÙÏÓ f (N)-ÆÄ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÒÏÌ (535)-ÛÉ

aj ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÌÀ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÏÍ

Aa = b (537)

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ, ÓÀÃÀÝ

a = (a1, . . . , aN)
⊤, b = (b1, . . . , bN)

⊤,

A = ∥Akj∥N×N , bj =
(
f, ψ(j)

)
, Akj =

(
ψ(k), ψ(j)

)
. (538)

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ, A ÌÀÔÒÉÝÀ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÆÄÌÏÈ ÀÙßÄÒÉËÉ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÀÉÂÏÓ ÉÓÄÈÉ{
f (N)

}∞
N=1

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÅÒÓ ÄØÍÄÁÀ (535) ÓÀáÄ ÃÀ (531)-ÉÓ

ÂÀÌÏ ÀÅÔÏÌÀÔÖÒÀÃ ÃÀÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÄÁÓ:(
f (N), χ(j)

)
= 0, j = 1, 6, N = 1,∞, (539)

lim
n→∞

∥∥f − f (N)
∥∥
L2(S)

= 0. (540)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÅÄØÔÏÒÉ

u(N) (x) =
N∑
j=1

ajφ
(j) (x) , x ∈ Ω+, (541)

ÓÀÃÀÝ aj-ÄÁÉ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÉÀÍ (537)-ÃÀÍ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (II)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÓ f (N) (z) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ:

[
T
(
∂z, n (z)u

(N) (z)
)]+

=
N∑
i=1

ajT (∂z, n (z))φ
(j) (z) = f (N) (z) , z ∈ S. (542)

(539)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÄÓ ÀÌÏÝÀÍÀ ÉØÍÄÁÀ ÀÌÏáÓÍÀÃÉ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ

×ÏÒÌÖËÀÓ [62]:

u (x)− u(N) (x) = −
∫
S

GII (x, y)
[
f (y)− f (N) (y)

]
dSy+

+
6∑

j=1

cjχ
(j) (x) , x ∈ Ω+, (543)

ÓÀÃÀÝ cj ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ, áÏËÏ GII (x, y) ÀÒÉÓ (II)+ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÂÒÉÍÉÓ ÔÄÍÆÏÒÉ (ÉáÉËÄÈ [62]) Ω+ ÀÒÉÓÀÈÅÉÓ. GII (x, y) ÌÀÔÒÉÝÉÓ

ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÖÔÏËÏÁÄÁÓ [62]:∣∣∣[GII (x, y)]kj

∣∣∣ < c

|x− y|
,∣∣∣∣ ∂∂xp [GII (x, y)]kj

∣∣∣∣ < c

|x− y|2
, ∀x, y ∈ Ω+.
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ÀÌÉÔÏÌ, (543)-ÃÀÍ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÌÉÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ:∣∣ekj (u) (x)− ekj
(
u(N)

)
(x)
∣∣ < c

∥∥f − f (N)
∥∥
L2(S)

, x ∈ Ω+
0 ⊂ Ω+, (544)∥∥ekj (u)− ekj

(
u(N)

)∥∥
L2(Ω+)

< c
∥∥f − f (N)

∥∥
L2(S)

, (545)

ÓÀÃÀÝ ekj (u) (x), k, j = 1, 2, 3 ÀÒÉÓ u = (u1, u2, u3)
⊤ ÅÄØÔÏÒÉÓ x ßÄÒÔÉËÛÉ

ÂÀÌÏÈÅËÉËÉ ÃÄ×ÏÒÌÀÝÉÉÓ ÔÄÍÆÏÒÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ:

2 ekj (u) (x) =
∂uj (x)

∂xk
+
∂uk (x)

∂xj
.

ÞÀÁÅÉÓ ÔÄÍÆÏÒÉÓ ÊÏÌÐÏÍÄÍÔÄÁÉ ÊÉ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ:

τkj (u) = ckjpqepq (u) .

ÌÏÚÅÀÍÉËÉ ÌÏÓÀÆÒÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (541) ÅÄØÔÏÒÉ ÉØÍÄÁÀ

(519)-(520) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 45. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÀÂÏÈ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ

(II)− ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ. ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ Σ0 ÌÈËÉÀÍÀÃ ÉØÍÄÁÀ ÌÏÈÀÅÓÄÁÖËÉ Ω+

ÀÒÄÛÉ ÃÀ ÅÄØÔÏÒÈÀ
{
ψ(j) (z)

}∞

j=1
=
{
T (∂z, n (z))φ

(j) (z)
}∞
j=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÒÖËÉÀ L2 (S) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÌÏÝÀÍÀ

A (∂x)u (x) = 0, x ∈ Ω+,

[u (z)]+ = f (z) , z ∈ S1,

[T (∂z, n (z))u (z)]
+ = F (z) , z ∈ S2,

(546)

ÓÀÃÀÝ S1 ∪ S2 = S, S1∩S2 = ℓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÂËÖÅÉ ßÉÒÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ S

ÆÄÃÀÐÉÒÓ ÚÏ×Ó ÏÒ S1 ÃÀ S2 ÍÀßÉËÀÃ, f ∈ C1,β (S1), F ∈ Cβ (S2), 0 < β <

α ≤ 1.

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ ÀØ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÓØÄÌÀ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ

F (z) =

{
f (z) , z ∈ S1,

F (z) , z ∈ S2.
(547)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÅÄØÔÏÒÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

(j)

Υ (z) =

{
φ(j) (z) , z ∈ S1,

T (∂z, n (z))φ
(j) (z) , z ∈ S2;

Λ (Σ0) =

{
(j)

Υ (z)

}∞

j=1

, z ∈ S.

(548)
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ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ, ÆÏÂÀÃÀÃ, (546) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ

C1(Ω+) ÊËÀÓÉÓ ÅÄØÔÏÒÓ ÌÀÛÉÍÀÝ ÊÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ S ÆÄÃÀÐÉÒÉ, ℓ ÌÒÖÃÉ ÃÀ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ F ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÂËÖÅÉÀ.

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ (ÛÄÀÃÀÒÄ [8]), ÒÏÌ ÈÖ

f ∈ Cα (S1) ∩H1/2
2 (S) , F ∈ Bα−1

∞,∞ (S2) ∩H−1/2
2 (S2) ,

ÌÀÛÉÍ H1
2 (Ω

+) ÊËÀÓÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÉ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄÁÀ u ∈∩
δ′<δ

Cδ′(Ω+) ÊËÀÓÓ, ÓÀÃÀÝ δ = min{α, 1/2}. ÝáÀÃÉÀ, δ ∈ (0, 1/2).

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ u(N) ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀØÀÝ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÄÞÄÁÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

u(N) (x) =
N∑
j=1

ajφ
(j) (x), x ∈ Ω

+
, (549)

ÓÀÃÀÝ aj ÛÄÒÜÄÖËÉÀ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÌ∥∥F (z)−F (N) (z)
∥∥2
L2(S)

=

=

∥∥∥∥∥F (z)−
N∑
j=1

ajφ
(j) (z)

∥∥∥∥∥
2

L2(S1)

+

∥∥∥∥∥F (z)−
N∑
j=1

ajT (∂zn (z))φ
(j) (z)

∥∥∥∥∥
2

L2(S)

(550)

ÌÉÉÙÏÓ ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ L
{
Υ(1), . . . ,Υ(N)

}
ßÒ×ÉÅ ÂÀÒÓÆÄ.

(550)-ÛÉ ÛÄÌÏÔÀÍÉËÉÀ ÀÙÍÉÛÅÍÀ:

F (N) (z) =
N∑
j=1

ajΥ
(j) (z) .

ÀØÀÝ, ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ, aj ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÏÓÀÞÄÁÍÀÃ ÅÉÙÄÁÈ ßÒ×ÉÅ

ÀËÂÄÁÒÖË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ:

Aa = b, (551)

ÓÀÃÀÝ a = (a1, . . . , aN)
⊤, b = (b1, . . . , bN)

⊤, A = ∥Akj∥N×N ,

bk =
(
F ,Υ(k)

)
, Akj =

(
Υ(k),Υ(j)

)
.

ÀÃÅÉËÉ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ A ÌÀÔÒÉÝÀ

ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÈÖ (551) ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ

ÌÏÞÄÁÍÉË aj ÌÖÃÌÉÅÄÁÓ ÜÀÅÓÅÀÌÈ (549)-ÛÉ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄÒÄÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÀÌÏÍÀáÓÄÍÓ. ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ∀x ∈ Ω+
0 ⊂ Ω+-ÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ∣∣u (x)− u(N) (x)

∣∣ < c
∥∥F − F (N)

∥∥
L2(S)

.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 46. ÈÖ Ω+ ÀÒÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÛÄÃÂÄÁÀ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÜÀÊÄÔÉËÉ

ÆÄÃÀÐÉÒÉÓÀÂÀÍ, ÌÀÛÉÍ ÆÄÌÏÈ ÌÏÚÅÀÍÉËÉ ÓØÄÌÀ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ, ÝáÀÃÉ

ÝÅËÉËÄÁÄÁÉÈ ÌÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉÝ. ÄÓ ÓØÄÌÀ

ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ

ÀÌÏÓÀáÓÍÄËÀÃÀÝ ÖÁÀÍ-ÖÁÀÍ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÂÀÒÄÌÏÓÀÈÅÉÓ.
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ÃÀÌÀÔÄÁÀ A: ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÂÀáÓÍÉË ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÄÁÆÄ

ÜÅÄÍ ÀØ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÄÁÈ ÝÍÏÁÉË ÛÄÃÄÂÄÁÓ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÃÀÍ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄáÄÁÀ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÖÒÏÁÀÓ ÂÀáÓÍÉË ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÄÁÆÄ ÓÀÆÙÅÒÉÈ

(Éá. ÌÀÂ., [63, 5, 64, 65, 66]).

ÅÈØÅÀÈ M ∈ C∞ ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ, n-ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀ

(ÆÄÃÀÐÉÒÉ) ∂M ⊂ C∞ ÓÀÆÙÅÒÉÈ. ÅÈØÅÀÈ A ÀÒÉÓ ν ∈ R ÒÉÂÉÓ ÞËÉÄÒÀÃ

ÄËÉ×ÓÖÒÉ N × N ÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÓ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ M ÌÒÀÅÀËÓÀáÄÏÁÀÆÄ. ÌÉÓÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ

ÓÉÌÁÏËÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ S (A; x, ξ)-ÈÉ ÒÀÉÌÄ ËÏÊÀËÖÒ

ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ
(
x ∈ M, ξ ∈ Rn\ {0}

)
.

ÅÈØÅÀÈ, λ1 (x) , . . . , λN (x) ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÀÔÒÉÝÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ

ÒÉÝáÅÄÁÉ

[S (A; x, 0, 0, . . . , 0,+1)]−1 [S (A; x, 0, 0, . . . , 0,−1)] , x ∈ M.

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ:

δj (x) = Re
[
(2πi)−1lnλj (x)

]
, j = 1, . . . , N,

ÓÀÃÀÝ ln ζ ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ËÏÂÀÒÉÈÌÉÓ ÛÔÏÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÍÀËÉÆÖÒÉÀ

ÊÏÌÐËÄØÓÖÒ ÓÉÁÒÔÚÄÆÄ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÀÌÏÂÃÄÁÖËÉÀ (−∞, 0] ÉÍÔÄÒÅÀËÉ. A
ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÞËÉÄÒÀÃ ÄËÉ×ÓÖÒÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÊÀÝÒÉ

ÖÔÏËÏÁÀ

−1

2
< δj (x) <

1

2
, x ∈ M, j = 1, . . . , N.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÉÌ ÊÏÍÊÒÄÔÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ S (A;x, ξ) ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÀÔÒÉÝÀÀ ÀÍ ÌÉÓÉ ÄËÄÌÄÍÔÄÁÉ ξ ÝÅËÀÃÉÓ ËÖßÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÚÅÄËÀ δj (x) = 0, j = 1, . . . , N , ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÚÅÄËÀ

ÓÀÊÖÈÒÉÅÉ ÒÉÝáÅÉ λj (x) ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ.

ÀÓÄÈÉ ÞËÉÄÒÀÃ ÄËÉ×ÓÖÒÉ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ

×ÒÄÃäÏËÌÖÒÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÀÙÉßÄÒÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ A.1. ÅÈØÅÀÈ, s ∈ R 1 < p < ∞, 1 ≤ t ≤ ∞ ÃÀ A ÀÒÉÓ ν ∈ R ÒÉÂÉÓ

ÞËÉÄÒÀÃ ÄËÉ×ÓÖÒÉ ÌÀÔÒÉÝÖËÉ ×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ, Ä.É.

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ C0 ÌÖÃÌÉÅÉ

Re S (A; x, ξ) η · η ≥ C0|η|2,

x ∈ M, ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, η ∈ CN .
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ÌÀÛÉÍ

A :
[
H̃s

p (M)
]N

→
[
Hs−ν

p (M)
]N
, (552)

A :
[
B̃s

p,t (M)
]N

→
[
Bs−ν

p,t (M)
]N
, (553)

×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÀ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÉÍÃÄØÓÉÈ, ÈÖ

1

p
− 1 + sup

x∈∂M, 1≤j≤N

δj (x) < s− ν

2
<

1

p
+ inf

x∈∂M, 1≤j≤N
δj (x) . (554)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, (A.1) ÃÀ (A.2) ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉÓ ÍÖË-ÓÉÅÒÝÄÄÁÉ ÄÒÈÉ ÃÀ

ÉÂÉÅÄÀ s ÃÀ p ÐÀÒÀÌÄÔÒÄÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÀÈÅÉÓ,

ÒÏÌËÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÒÖËÃÄÁÀ (A.3) ÈÀÍÀ×ÀÒÃÏÁÄÁÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ A.2. ÈÖ A ÓÊÀËÀÒÖËÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓÉÌÁÏËÏ ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ, ÒÏÝÀ |ξ| = 1, ÌÀÛÉÍ (554) ÐÉÒÏÁÀ

ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ
1

p
− 1 < s− ν

2
<

1

p
. (555)
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ÃÀÌÀÔÄÁÀ B: ÒÉÝáÅÉÈÉ ÄØÓÐÄÒÉÌÄÍÔÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, Ω+ ÀÒÉÓ R ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ ÁÉÒÈÅÉ ÝÄÍÔÒÉÈ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ

ÓÀÈÀÅÄÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ S Ó×ÄÒÖËÉ ÆÄÃÀÐÉÒÉÈ. Ω− ÀÌ

ÁÉÒÈÅÉÓ ÂÀÒÄ ÀÒÄÀ.

ÌÄÈÏÃÉÓ ÓÀÉËÖÓÔÒÀÝÉÏÃ ÅÉáÉËÀÅÈ ÃÉÒÉáËÄÓ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÂÀÒÄ ÀÒÄÛÉ:{
∆u(x) = 0, x ∈ Ω−,

{u(x)}−S = f(x), x ∈ S.
(556)

ÃÀ ÅÄÞÄÁÈ ÌÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

(556) ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ,

ÒÏÃÄÓÀÝ ω = 0.

ØÅÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖË ÓÀÔÄÓÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÆÖÓÔÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ

ÝÍÏÁÉËÉÀ - ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

(556) ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÅÄÞÄÁÈ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÒ×ÉÅÉ

ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÓ ÓÀáÉÈ:

U (N)(x) =
N∑
k=1

ckφk(x), (557)

ÓÀÃÀÝ φk(x) = 1
|x−y(k)| ÓÀÁÀÆÉÓÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ Ó×ÄÒÏÓ

ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ. ÈÉÈÏÄÖËÉ φk(x) ÓÀÁÀÆÉÓÏ ×ÖÍØÝÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ y(k) ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ.

x(k) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÓ.

y(k) ÃÀ x(k) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÜÅÄÍ ÌÉÄÒ ßÉÍÀÓßÀÒÀÀ ÛÄÒÜÄÖËÉ.

ck ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÛÄÉÒÜÄÅÀ ÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉÃÀÍ:

U (N)(x(j)) = f(x(j)), j = 1, 2, . . . , N,

ÀÍÖ
N∑
k=1

ckφk(x
(j)) = f(x(j)), j = 1, 2, . . . , N,

ßÒ×ÉÅ ÀËÂÄÁÒÖË ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÈ.

ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ßÄÒÔËÄÁÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ (ÀÍÖ N-ÉÓ

ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ) ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÌÏÞÄÁÍÉÓ

ÛÄÌÃÄÂ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÝÃÏÌÉËÄÁÀ ÆÖÓÔ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀÍ.

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÌÏÞÄÁÍÉÓ ÌÉÆÍÉÈ S ÆÄÃÀÐÉÒÆÄ

ØÅÄÌÏÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ßÄÓÉÈ ÛÄÅÀÒÜÉÄÈ x(j) ∈ S ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉ.

ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÂÀÍÅÉáÉËÄÈ y(j) ∈ S∗ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ
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ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ äÏÌÏÈÄÔÉÖÒÉÀ ÝÄÍÔÒÉÈ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀÈÀÅÄÛÉ

ÃÀ λ < 1 äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÈ:

y(j) = λx(j).

y(j) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÄÍ S Ó×ÄÒÏÓ ÊÏÍÝÄÍÔÒÖË S∗ Ó×ÄÒÏÆÄ -

×ÓÄÅÃÏÆÄÃÀÐÉÒÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 47. ÛÉÂÀ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ λ > 1 ÃÀ S∗ "×ÉØÔÉÖÒÉ"
ÆÄÃÀÐÉÒÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ S-ÉÓ ÂÀÒÄÈ.

ÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÂÄÍÄÒÉÒÄÁÀ ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ

ÌÄÒÉÃÉÀÍÉ ÃÀÅÚÏÈ n ÔÏË ÍÀßÉËÀÃ ÃÀ ÂÀÅÀÅËÏÈ Ox1x2-ÉÓ ÐÀÒÀËÄËÖÒÉ

ÓÉÁÒÔÚÄÄÁÉ.

ÐÉÒÅÄËÉ ÃÀ (2n + 1)-Ä ÓÉÁÒÔÚÄÄÁÉ ØÌÍÉÀÍ ÌáÏËÏÃ ÈÉÈÏ ÊÅÀÍÞÓ -

"ÐÏËÖÓÄÁÓ".
k-ÖÒÉ ÊÅÄÈÉÓ ßÒÄßÉÒÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ ÉÚÏÓ rk;

ÀÌ ßÒÄßÉÒÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÉÓÀÈÅÉÓ

x3 = x
(k)
3 = R cos

π(k − 1)

2n
, k = 1, 2, . . . , 2n+ 1,

áÏËÏ rk = R sin π(k−1)
2n

.
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ÍÀá.5 ÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÂÄÍÄÒÉÒÄÁÀ ÌÄÒÉÃÉÀÍÆÄ

k-ÖÒÉ ÊÅÄÈÉÓ ßÒÄßÉÒÉ ÃÀÅÚÏÈ k ÈÀÍÀÔÏË ÍÀßÉËÀÃ, ÃÀßÚÄÁÖËÉ x1

ÙÄÒÞÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÌÏÁÒÖÍÄÁÉÈ. ÀÌ

ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÍÖÌÄÒÀÝÉÀ ÉÚÏÓ 1, 2, . . . , k.
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ÍÀá.6 ÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÂÄÍÄÒÉÒÄÁÀ ÐÀÒÀËÄËÆÄ

ÊÅÄÈÉÓ ßÒÄßÉÒÆÄ j-ÖÒÉ ÊÅÀÍÞÉÓ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÉÀ:

x1 = x
(j)
1 = rk cos

2π(j − 1)

k
,

x2 = x
(j)
2 = rk sin

2π(j − 1)

k
, j = 1, 2, . . . , k.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 48. ÄÊÅÀÔÏÒÉÓ ØÅÄÅÉÈ ÚÏÅÄË ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÊÅÄÈÀÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓÀÓ

ÃÀÍÀÚÏ×ÉÓ ÒÉÝáÅÉ 1-ÉÈ ÌÝÉÒÃÄÁÀ.

ÆÄÃÀ ÍÀáÄÅÀÒÓ×ÄÒÏÆÄ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÀ:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
(n+ 1)n

2
.

ÀÌÃÄÍÉÅÄÀ ØÅÄÃÀ ÍÀáÄÅÀÒÓ×ÄÒÏÆÄ, ÄÊÅÀÔÏÒÆÄ ÊÉ ÀÒÉÓ n+ 1 ÊÅÀÍÞÉ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, Ó×ÄÒÏÆÄ ÛÄÒÜÄÖËÉ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÌÈËÉÀÍÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀÀ N = (n+

1)2.

ÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÉÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉ ÃÄÊÀÒÔÖË ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÛÉ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ:(
rk cos

2π(j − 1)

k
, rk sin

2π(j − 1)

k
,R cos

π(k − 1)

2n

)
=

(
R sin

π(k − 1)

2n
cos

2π(j − 1)

k
,R sin

π(k − 1)

2n
sin

2π(j − 1)

k
,R cos

π(k − 1)

2n

)
,

k = 1, 2, . . . , 2n+ 1, j = 1, 2, . . . , k.

ÄØÓÐÄÒÉÌÄÍÔÉ ÜÀÔÀÒÃÀ R = 8 ÒÀÃÉÖÓÉÀÍÉ Ó×ÄÒÏÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ n = 4; 6;

8; 10. ÀÍÖ, ÝÀËÊÄÖË ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÛÉ ÓÀÉÍÔÄÂÒÏ ÀÒÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ (ÞÉÒÉÈÀÃ

Ó×ÄÒÏÆÄ) ÀÙÄÁÖËÉ ÂÅÀØÅÓ N = 25; 59; 81; 121 ÓÀÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÏ ÊÅÀÍÞÉ.

λ = 0, 2 ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ äÏÌÏÈÄÔÉÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ ÀÌÃÄÍÉÅÄ ÊÅÀÍÞÉ

"×ÉØÔÉÖÒ" ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ, ÒÏÌËÄÁÓÀÝ ÓÀÁÀÆÉÓÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÓÀÂÄÁÀÃ

ÅÉÚÄÍÄÁÈ. äÏÌÏÈÄÔÉÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ 0,2 ÄØÓÐÄÒÉÌÄÍÔÖËÀÃÀÀ ÛÄÒÜÄÖËÉ.
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ÍÀá.7 ×ÓÄÅÃÏÆÄÃÀÐÉÒÉ

ÀÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÅÀÂÄÁÈ ÓÀÉÍÔÄÒÐÏËÀÝÉÏ ÌÒÀÅÀËßÄÅÒÓ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ f ×ÖÍØÝÉÉÓÀÈÅÉÓ.

ÌÄÈÏÃÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÓ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁËÀÃ ÓÀÉÍÔÄÂÒÏ ÀÒÉÓ ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ ÃÀ

(ÂÀÒÄ) ÀÒÄÛÉ ÛÄÅÀÒÜÉÄÈ ÔÄÓÔÉÒÄÁÉÓ t(t1, t2, t3) ÊÅÀÍÞÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ

ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀÈÀÅÉÃÀÍ d = 8 (d = 10; d = 50) ÌÀÍÞÉËÉÈÀÀ ÃÀÛÏÒÄÁÖËÉ,

ÀÍÖ ÌÃÄÁÀÒÄÏÁÄÍ R = d ÒÀÃÉÖÓÉÀÍ Ó×ÄÒÏÆÄ.

t1 ÀÒÉÓ [0; d] ÛÖÀËÄÃÛÉ MatLab-ÉÓ ÐÒÏÂÒÀÌÖËÉ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ

ÛÄÒÜÄÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ, t2 = d− t1, t3 ÊÉ ÃÀÈÅËÉËÉÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ:

t3 =
√
d2 − t21 − t22.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÛÄÃÀÒÄÁÖËÉÀ ÝÍÏÁÉË ÆÖÓÔ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀÍ error = |u(t)− U (N)(t)| ÝÃÏÌÉËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÈÅËÉÈ.
ÄØÓÐÄÒÉÌÄÍÔÉ ÜÀÔÀÒÃÀ ÓÀÌÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ d-Ó, t-Ó, N-ÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ. ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÓÀÈÀÍÀÃÏ ÝáÒÉËÄÁÛÉÀ

ÌÏÚÅÀÍÉËÉ.
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ÀÌÏÝÀÍÀ A1. (556) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÀ fA1 = 1
R
, áÏËÏ

ÆÖÓÔÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ u(x)A1 =
1
|x| =

1√
x2
1+x2

2+x2
3

.

 

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=8  .        

t1 t2 N=25 N =49 N =81 N =121 

3.918115 4.081885 5.07E-05 5.26E-06 5.44E-07 6.31E-08 

3.56469 4.43531 5.20E-05 5.03E-06 4.36E-07 3.74E-08 

5.170504 2.829496 3.85E-05 4.43E-06 6.55E-07 1.18E-07 

5.674919 2.325081 3.15E-05 3.63E-06 5.75E-07 1.18E-07 

6.037493 1.962507 2.62E-05 3.00E-06 4.84E-07 1.10E-07 

2.208201 5.791799 4.43E-05 2.08E-06 6.87E-08 4.31E-08 

5.437621 2.562379 3.49E-05 4.02E-06 6.20E-07 1.19E-07 

5.240784 2.759216 3.76E-05 4.33E-06 6.48E-07 1.19E-07 

1.300894 6.699106 2.62E-05 8.65E-07 2.31E-07 3.60E-08 

      

 ÝáÒÉËÉ 1. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A1 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=8

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=10 .         

t1 t2 N=25 N =49 N=81 N=121 

1.189977 8.810023 1.22E-05 1.85E-07 3.21E-08 2.62E-09 

4.983641 5.016359 2.59E-05 2.37E-06 2.27E-07 2.74E-08 

9.59744 0.40256 9.09E-06 1.10E-06 1.38E-07 2.02E-08 

3.403857 6.596143 2.50E-05 1.69E-06 9.95E-08 4.11E-09 

5.852678 4.147322 2.42E-05 2.40E-06 2.63E-07 3.77E-08 

2.238119 7.761881 2.01E-05 7.34E-07 4.98E-09 5.53E-09 

7.512671 2.487329 1.83E-05 2.00E-06 2.43E-07 4.25E-08 

2.550951 7.449049 2.18E-05 1.01E-06 2.68E-08 4.16E-09 

5.059571 4.940429 2.58E-05 2.38E-06 2.31E-07 2.84E-08 

      

 ÝáÒÉËÉ 2. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A1 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=10

      

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=50 .                 

t1 t2 N=25  N =49 N=81 N=121 

34.95384 15.04616 2.72E-06 3.40E-07 4.87E-08 8.46E-09 

44.54516 5.454837 2.85E-06 3.70E-07 5.38E-08 9.40E-09 

47.96457 2.035429 2.93E-06 3.87E-07 5.70E-08 1.00E-08 

27.36078 22.63922 2.65E-06 3.24E-07 4.61E-08 8.00E-09 

6.931222 43.06878 2.50E-06 2.97E-07 4.29E-08 7.51E-09 

7.4647 42.5353 2.50E-06 2.97E-07 4.29E-08 7.51E-09 

12.87541 37.12459 2.54E-06 3.02E-07 4.33E-08 7.54E-09 

42.03586 7.964137 2.81E-06 3.60E-07 5.22E-08 9.09E-09 

12.71411 37.28589 2.53E-06 3.02E-07 4.32E-08 7.53E-09 

 
ÝáÒÉËÉ 3. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A1 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=50
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ÀÌÏÝÀÍÀ A2. (556) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÀ fA2 = 2x1−3x2

R3 ,

áÏËÏ ÆÖÓÔÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ u(x)A2 =
2x1−3x2

|x|3 = 2x1−3x2

(
√

x2
1+x2

2+x2
3)

3
.

 

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=8  .             

t1 t2 N=25  N =49 N=81 N=121 

0.606834 7.393166 3.21E-05 9.36E-06 3.60E-07 8.45E-09 

0.431601 7.568399 2.17E-06 9.21E-06 2.12E-07 3.82E-08 

4.24638 3.75362 5.16E-04 5.59E-05 5.37E-06 6.66E-07 

6.233338 1.766662 3.58E-04 4.90E-05 7.06E-06 1.04E-06 

7.472085 0.527915 1.13E-04 1.35E-05 2.22E-06 2.71E-07 

1.03925 6.96075 1.17E-04 7.05E-06 7.00E-07 8.58E-08 

4.550589 3.449411 5.14E-04 5.93E-05 6.23E-06 8.40E-07 

3.755125 4.244875 5.01E-04 4.78E-05 3.79E-06 3.67E-07 

0.095217 7.904783 6.98E-05 6.37E-06 1.89E-08 5.75E-08 

      

 ÝáÒÉËÉ 4. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A2 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=8

      

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=10 .               

t1 t2 N=25 N =49 N=81 N=121 

8.308286 1.691714 1.07E-04 1.09E-05 1.38E-06 1.79E-07 

5.852641 4.147359 2.23E-04 2.19E-05 2.19E-06 2.73E-07 

5.497236 4.502764 2.28E-04 2.16E-05 2.04E-06 2.44E-07 

9.171937 0.828063 4.10E-05 3.08E-06 3.57E-07 4.21E-08 

2.85839 7.14161 1.77E-04 8.95E-06 3.35E-07 1.74E-08 

7.572002 2.427998 1.55E-04 1.65E-05 1.99E-06 2.66E-07 

7.537291 2.462709 1.57E-04 1.67E-05 2.01E-06 2.69E-07 

3.804458 6.195542 2.12E-04 1.49E-05 9.38E-07 5.93E-08 

5.678216 4.321784 2.26E-04 2.18E-05 2.12E-06 2.60E-07 

      

 ÝáÒÉËÉ 5. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A2 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=10

      

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=50 .                       

t1 t2 N=25 N=49 N=81 N=121 

40.71424 9.285759 6.13E-06 1.19E-06 1.86E-07 3.27E-08 

12.17625 37.82375 2.54E-06 8.11E-07 1.37E-07 2.54E-08 

46.46318 3.536819 7.25E-06 1.33E-06 2.06E-07 3.62E-08 

17.49919 32.50081 2.96E-06 8.53E-07 1.42E-07 2.61E-08 

9.829763 40.17024 2.41E-06 7.98E-07 1.35E-07 2.52E-08 

12.55419 37.44581 2.57E-06 8.14E-07 1.37E-07 2.54E-08 

30.80223 19.19777 4.53E-06 1.01E-06 1.62E-07 2.90E-08 

23.66444 26.33556 3.60E-06 9.18E-07 1.50E-07 2.72E-08 

17.58298 32.41702 2.97E-06 8.54E-07 1.42E-07 2.61E-08 

 
ÝáÒÉËÉ 6. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A2 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=50
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ÀÌÏÝÀÍÀ A3. (556) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÀ fA3 =
x2
2−x2

1

R5 , áÏËÏ

ÆÖÓÔÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÀ u(x)A3 =
x2
2−x2

1

|x|5 =
x2
2−x2

1

(
√

x2
1+x2

2+x2
3)

5
.

       

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=8 .                             

t1 t2 N=25  N=49  N=81 N=121 

5.558629 2.441371 2.17E-06 4.14E-06 5.79E-07 1.05E-07 

2.536796 5.463204 1.71E-05 4.75E-06 8.04E-08 4.88E-08 

7.601776 0.398224 3.27E-06 4.85E-07 2.60E-08 1.80E-08 

0.275569 7.724431 4.95E-06 5.48E-06 1.59E-07 3.24E-08 

3.509955 4.490045 1.25E-05 7.09E-06 6.31E-07 4.85E-08 

3.052468 4.947532 1.51E-05 6.34E-06 4.02E-07 3.83E-10 

6.124134 1.875866 4.95E-06 2.37E-06 3.53E-07 5.90E-08 

6.361599 1.638401 5.68E-06 1.64E-06 2.59E-07 3.72E-08 

1.494981 6.505019 1.58E-05 4.34E-07 4.87E-07 7.11E-08 

 

ÝáÒÉËÉ 7. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A3 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=8

      

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=10 .                   

t1 t2 N=25 N=49 N=81  N=121 

9.648885 0.351115 5.61E-06 1.10E-06 1.39E-07 1.70E-08 

1.576131 8.423869 5.13E-06 4.06E-07 1.43E-07 1.72E-08 

9.705928 0.294072 5.74E-06 1.11E-06 1.36E-07 1.68E-08 

9.571669 0.428331 5.42E-06 1.10E-06 1.43E-07 1.72E-08 

4.853756 5.146244 5.86E-06 2.76E-06 2.39E-07 2.16E-08 

8.002805 1.997195 2.87E-06 1.52E-06 2.08E-07 2.48E-08 

1.418863 8.581137 4.55E-06 6.41E-07 1.50E-07 1.59E-08 

4.217613 5.782387 6.70E-06 2.57E-06 1.80E-07 1.00E-08 

9.157355 0.842645 4.44E-06 1.11E-06 1.59E-07 1.78E-08 

 
ÝáÒÉËÉ 8. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A3 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=10

   

 
   

t(t1; t2; t3) ცდომილება, როცა   d=50 .                                 

t1 t2 N=25 N=49 N=81 N=121 

19.61135 30.38865 4.51E-07 7.32E-08 1.26E-08 3.19E-09 

32.77389 17.22611 3.84E-07 7.59E-08 1.32E-08 3.40E-09 

8.559334 41.44067 5.65E-07 8.16E-08 1.35E-08 3.23E-09 

35.3023 14.6977 3.81E-07 7.84E-08 1.36E-08 3.48E-09 

1.591642 48.40836 7.00E-07 9.59E-08 1.51E-08 3.45E-09 

13.84615 36.15385 5.02E-07 7.63E-08 1.29E-08 3.19E-09 

2.30857 47.69143 6.79E-07 9.35E-08 1.48E-08 3.41E-09 

4.856589 45.14341 6.24E-07 8.75E-08 1.41E-08 3.31E-09 

41.17289 8.827109 3.94E-07 8.80E-08 1.49E-08 3.75E-09 

 

ÝáÒÉËÉ 9. ÝÃÏÌÉËÄÁÄÁÉ A3 ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ d=50
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ÓÀÃÄÌÏÍÓÔÒÀÝÉÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ

ÂÀÌÏÈÅËÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÄÁÉ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÊÀÒÂ ÓÉÆÖÓÔÄÓ, ÒÏÌÄËÉÝ

ÍÀÒÜÖÍÃÄÁÀ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀÈÀÅÉÃÀÍ ÔÄÓÔÖÒÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÃÀÛÏÒÄÁÉÓÀÓ

ÃÀ ÖÌãÏÁÄÓÃÄÁÀ ÊÏËÏÊÀÝÉÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÆÒÃÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.
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ÃÀÓÊÅÍÀ

ÂÄËÀ ÌÀÍÄËÉÞÉÓ ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÉ "×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ
ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÃÀ ÌÃÂÒÀÃÉ ÒáÄÅÉÓ
ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ" ÄÞÙÅÍÄÁÀ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ

ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓÀÈÅÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÉÐÉÓ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÃÀ ÓÀÊÏÍÔÀØÔÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÃÀ ÐÒÀØÔÉÊÖËÉ

ÀÓÐÄØÔÄÁÉÓ ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÀÓ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀ ÂÅáÅÃÄÁÀ ÀÊÖÓÔÉÊÖÒÉ ÃÀ ÄËÄØÔÒÏÌÀÂÍÉÔÖÒÉ

ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÄÁÛÉ ÃÀ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀÓ ÖÀÙÒÄÓÀÃ ÃÉÃÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ

ÒÏÂÏÒÝ ÔÀËÙÀÈÀ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ, ÉÓÄ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË

ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ. ÔÀËÙÄÁÉÓ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÉÓ ÄÓ ÌÏÃÄËÄÁÉ ×ÀÒÈÏÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ

ÓÀÉÍÑÉÍÒÏ ÄËÄØÔÒÏÍÉÊÀÛÉ, ÁÉÏÓÀÌÄÃÉÝÉÍÏ ÀÐÀÒÀÔÖÒÀÛÉ, ×ÉÆÉÊÖÒÉ

ÂÀÌÆÏÌÉ ÀÐÀÒÀÔÖÒÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÀÛÉ, ÒÀÃÀÒÖË ÓÉÓÔÄÌÄÁÛÉ, ÀÍÔÄÍÄÁÛÉ ÃÀ

ÓáÅÀ.

ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ ÌÚÀÒÉ ÃÄ×ÏÒÌÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ÄÒÈ-ÄÒÈ

ÞÉÒÉÈÀÃ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ÌÏÃÄËÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ. ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ,

ÓÀÃÉÓÄÒÔÀÝÉÏ ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÊÅËÄÅÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÏÁÉÄØÔÉ ÀÒÉÓ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÃÒÄÊÀÃÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÌÏÃÄËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ

ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÖÃÉÃÄÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ

ÓÀÌÛÄÍÄÁËÏ ÃÀ ÉÍÃÖÓÔÒÉÖË ÉÍÑÉÍÄÒÉÀÛÉ, ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÌÀÓÀËÄÁÉÓ

ÈÄÏÒÉÀÛÉ, ÌÀÓÀËÀÈÀ ÂÀÌÞËÄÏÁÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÛÉ ÃÀ ÓáÅÀ.

äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÓÀ ÃÀ

ÒÄËÉá-ÅÄÊÖÀÓ ËÄÌÉÓ ÂÀÌÉÏÚÄÍÄÁÉÈ ÍÀÛÒÏÌÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ,

ÍÄÉÌÀÍÉÓ, ÒÏÁÉÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÃÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ

ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ) ÃÀ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÉÌÀÅÄ

×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÆÄÃÀÐÉÒÄÁÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ

ÍÏÒÌÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÀØÅÓ ÉÌ ×ÀØÔÓ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ

ÂÀÒÄ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ äÄËÌÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÚÅÀÍÉËÉÀ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

(×ÓÄÅÃÏÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒ) ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ.

ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÀÒÄÆÄ ÂÀÅÒÝÄËÄÁÖËÉ ÍÉÖÔÏÍÉÓ

ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ, ÒÏÃÄÓÀÝ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÓÉÌÊÅÒÉÅÉÓ ÓÀÚÒÃÄÍÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ. ÊÄÒÞÏÃ,

ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÄÍ

ÆÏÌÄÒ×ÄËÃÉÓ ÂÀÌÏÓáÉÅÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ ÌÏÝÖËÏÁÉÈÉ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓÀÈÅÉÓ.
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ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÐÉÃÀÐÉÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÓÀÊÉÈáÉ. ÊÄÒÞÏÃ, ÍÀÜÅÄÍÄÁÉÀ,

ÒÏÌ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÀÒ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÒÄÆÏÍÀÍÓÖËÉ ÓÉáÛÉÒÄÄÁÉÓ

ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÃÀ ÌÏÉÈáÏÅÓ ÓÐÄÝÉÀËÖÒ ÌÏÃÉ×ÉÊÀÝÉÀÓ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉÀ ÁÆÀÒÉÓ ÃÀ ÄÊÒÀÍÉÓ

ÔÉÐÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ. ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓ

ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÀ, ÐÏÔÄÍÝÉÀËÄÁÉÓ ßÒ×ÉÅÉ ÊÏÌÁÉÍÀÝÉÉÈ

ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÏÁÀ, ÃÀ ÛÄÓßÀÅËÉËÉÀ ÌÀÈÉ ÓÉÂËÖÅÄ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÓ

ßÉÒÄÁÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ.

ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÈÄÏÒÉÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ

ÂÀÀÍÀËÉÆÄÁÖËÉÀ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ ÛÉÂÀ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ, ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ

ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ). ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÓÉÅÒÝÄÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÛÉ

ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÏÍÀÝÄÌÄÁÉÓ ÍÏÒÌÄÁÉÓ

ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ.

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÀÐÒÉÏÒÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ

ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÆÄ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉ

ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÀÂÄÁÉÓ ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÉ. ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ,

ÛÄÌÏÈÀÅÀÆÄÁÖË ÀËÂÏÒÉÈÌÄÁÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÌÉÀáËÏÄÁÉÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÀÂÄÁÀ ÃÀäÚÀÅÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÝÉÀÆÄ

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÀÃ ÀÂÄÁÖË

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ.

ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÃÀ ÖÁÍÏÁÒÉÅÀÃ ÄÒÈÂÅÀÒÏÅÀÍÉ ÌÒÀÅÀËÊÏÌÐÏÍÄÍÔÉÀÍÉ

ÊÏÌÐÏÆÉÔÖÒÉ ÓÔÒÖØÔÖÒÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ

ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÃÀÓÌÖËÉ ÓÀÌÂÀÍÆÏÌÉËÄÁÉÀÍÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ

ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÒÀÍÓÌÉÓÉÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÏÉÝÀÅÄÍ ÄÊÒÀÍÉÓÀ ÃÀ ÁÆÀÒÉÓ ÔÉÐÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ, ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ÂÀÍÅÉÈÀÒÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ.

×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ×ÖÞÍÄÁÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ

ÀÍÉÆÏÔÒÏÐÖËÉ ÓáÄÖËÄÁÉÓ ÃÒÄÊÀÃÏÁÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÈÄÏÒÉÉÓ

ÂÀÃÀÀÃÂÉËÄÁÉÓ, ÞÀÁÅÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ ÓÔÀÔÉÊÉÓ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉÓÀÈÅÉÓ.

ÚÅÄËÀ ÆÄÌÏÈ ÜÀÌÏÈÅËÉËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓÀÈÅÉÓ ÀÂÄÁÖËÉÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ

ÀÌÏÍÀáÓÍÈÀ ÓÐÄÝÉÀËÖÒÉ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÈÅÉÓÀÝ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ßÒ×ÉÅÀÃ

ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÏÁÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÄ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ ÁÖÍÄÁÒÉÅ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ (ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÝÊÉÓ,

ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÃÀ ÁÄÓÏÅÉÓ ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ).
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